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P ró logo

"Ea com plexam ente u tó p ic o  espesan apnenden M a tem ática s ,  ya ¿ ca n  e l e 

m e n t ó la  o  s u p e s io n e s ,  s in  n e s o lv e n  e je n c ic io A .

Nunca in A iA tiA em oA  A l i c i e n t e  óo ívte  e l  hecho de que n e s o lv e n  un 

e j e n d c i o  no co n A iA te  s o la m en te  en con ven cen se  , con  ayuda d e  un b o c e to  hecho a 

to d a  p n is a ,q u e  Ae ha e n te n d id o  trúA o  menoA l o  que es l a  A o lu c ló n .A u n q u e  e A te  mé 

to d o  pud iena  sen  a d m iA ib le  pana I oa e j e n d c i o  A de c á lc u lo  num énico ,h a ce  f a l t a  , 

pon e l  co n tn a n io  es fon za n se  en n ed a ctan  com p le ta m en te  l a  A o lu c ló n  d e  I oa e j e n d  

c ío a  rrós t e ó n ic o s ,  en l o  a qu e  hay qu e  c o n s tn u in  vendadenas d em ostn a d on es  .Ve es 

ta  menena, y  ú n ica m ente  d e  eA ta  im nena, podad e l  e s tu d ia n te  h ócen se  c o n  un te n  -  

g u a je  c lo n o  y  co n n e c to  y u t i l i z a n  I oa ténm inoA  t é c n ic o s  en a u  A e n tid o  p n o p io . lo  

que en M a tem á tica s , es é l  A ig n o  irás c ie n t o  de ccm pnensión  de una m íe n la " .

IGODEMEHT- ALGEBRA)

Loa e je n c ic io A  pnopueAtoA  en e s te  t ib n o  abancan  :

а )  Loó pnopuestoA  en e l  l i b i o  de  MATEMATICAS C O M K S  d e  J .R  BIZMA

NOS d e  C .O . l i .  (EZ númeno a  qu e  connespondeo e s tá  óeirotado en cada e n u n c ia d o ).

б) Loó pnopuestoA  en ta s  doA ú lt im a s  co n o  o c o lo n ia s  (1975, 1976) de 

l o s  pnuebas de SELECTTV1VAV ( y atgunoA d e l a n t ig u o  PREUNIVERSITARIO)

c )  Una A e le c c ió n  de e je n c ic io A  b ie n  e le g id o A  de una d i f i c u l t a d  s i -  

m ila n  a  I o a  apantadoA a ) y  b ) .

E A te  l i b i o  c o n t ie n e  to ta lm e n te  n e s u e lto A  325 pnoblermA d is tn ib u id o A  

en S c a p ítu lo s .L o s  pnoblem xs de cada c a p i t u lo  e s tá n  c la s i f ic a d o s  en e l  m istre on 

den d e  la s  m íe n la s  que s e  tn a ta n  en e l  t ib n o  de TEORIA.

La s o lu c ió n  de l o s  pnoblemas  Ae ha hecho de modo d e ta lla d o  con  l a  

p n e te n A ión  de que l o s  mismos alumnos de LETRAS puedan en te n d e n los  s in  d i f i c u l 

ta d .N o  o b s ta n te ,  hay a lgu n os  pnoblemas qu e  ,  pon  su c o m p lic a c ió n  o m íe n la  que  

tn a ta n , son más p n op ios  pana l o s  alum nos d e  CIENCIAS.

Con e s te  t ib n o  d e  pnobtemxs.que abanca de fonma u n ita n ia  tod a s  I oa 

m áten las d e  l a  MATEMATICA COMUN, hemos p n eten d id o  dos o b je t iv o s  :

1) Que e l  alumno l le g u e  a  dom inan la s  t é c n ic a s  de n e s o lu c ió n  de 

e je n c ic io A  , y

2) Que e l  alumno l le g u e  a  pnesentan  l o s  e j e n e ld o s  n e s u e lto s  con  

c la n id a d  y  e le g a n c ia ,  e x p lica n d o  de fonrm  p ie c is a  y  p n og n es iv a  cada uno de I oa 

pasos que en tn a n  en su n e s o lu d ó n .

Pon ú lt im o ,c o n v ie n e  seña lan  que la s  s o lu d o n e s  dadaA a q u í a  lo s  

pnoblemas no  óon ú n ica s  y  que e l  alumno puede dan o tn a s  t a l  v ez  más d a n o s  y 

e le g a n te s  .Pon  e so , a n te s  de minan l a  s o lu d ó n  hay que tn a ta n  de n e s o lv e n  e l  

pnoblema peAAonalm ente.

LOS AUTORES
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INTERSECCION DE CONJUNTOS 
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1 . " 1 .  R e p r e s e n t a r  p o r  e x t e n s i ó n  y  p o r  c o m p r e n s i ó n  l o s  s i g u i e n 

t e s  c o n j u n t o s  :

a )  C o n ju n t o  d e  p r o v i n c i a s  e s p a ñ o l a s  q u e  e m p ie c e n  su  nom bre  p o r  M.

b )  C o n ju n t o  d e  l o s  m ese s  d e l  a ñ o  e n  l o s  q u e  n in g u n o  d e  s u s  d í a s  

c a e  e n  f e c h a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l  o t o ñ o .

c )  C o n ju n t o  d e  nú m eros  p a r e s  d i v i s i b l e s  p o r  6 y  c o m p r e n d id o s  e n t r e  

8 y  2 5 .

d )  C o n ju n t o  d e  l o s  nú m eros  e n t e r o s  c o m p r e n d id o s  e n t r e  -  | y  j .

I J R V -  I  -  I )
S O L O C I O M  :

a )  Designamos por M e l  conjunto ped ido ,  entonces

1 " )  por extens ión  ,  M -  (Madrid , Mí loga ,  Murcia)

2“ )  por coaprensión M = (x/x  es p rov in c ia  española cuyo nombre coaienza por
H)

b )  Designados por A  e l  con junto pedido,entonces

1*) por extensión ,  A -  (E n ero ,Febrero ,M arzo ,Abr i l .M ayo ,Ju n io ,Ju l io ,Agosto )

2 o)  por conprensión,A -  ( x / x  es un mes en e l  que ninguno de sus d ias  cae en
otoño )

c )  Designamos por B e l  con junto pedido . entonces

I o)  por extens ión  ,  b  -  (12 ,18 ,24)

2o)  por  cooprcnsiÓn, »  -  ( x  / x  •  6  y 8 < x < 2 5 )

d )  Finalmente,designemos por  C e l  conjunto pedido, entonces 

1#)  por extensión ,  C -  ( - 1 ,0 ,1 ,2 )

2 * )  por  comprensión, C =  ( x  / x €  Z y - ^ < x < | )

 o o o O o o o -----

1.2 • D e f i n i r  p o r  e x t e n s i ó n  c a d a  uno d e  l o s  s i g u i e n t e s  c o n ju n  

t o s :  A  -  ( 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 , 1 3 , 1 7 , 1 9 )

B -  ( 1 , 8 , 2 7 , 6 4 )

C -  ( 0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 1 3 , 2 1 , 3 4 )

[ S t L E C n V lO A D  -  1976)
S O L O C I O M  :

a )  A •  ( x  / x es  un número primo menor que 20)

b )  B -  ( x  / x es  cubo de l o s  números na tura les  1 ,2,3  o  4)

c )  C -  ( x  / x  = a donde a •  0  ,a ,  •  1 ,  a  « a  ,  +  a , , a  <  35)
n o  I n n-Z n- 1  n

( x  / x  es  un elemento de l a  sucesión de F ibonacci menor que 35)

Wó ttA e  que cada (O m in o , excep to  I oa doA pu m vtoA  &e o b tie n e n  Aumndo Loa 

do a an tvU on eA .



1 . 3 .

a -o 1

a l  " a l - l ♦ 3 -  ao

* 2  " a 2-l + 3
"  a l

*3 " *3-1
+  3

"  *2

D e f i n i r  p o r  e x t e n s i ó n  l o s  s i g u i e n t e s  c o n j u n t o s  :

a )  A  =  { a n/  a Q =  l , . n =  *  3  ,  ^  <  3 0 )

b )  B -  ( b n/  b „  -  1  ,  b j  -  2  .  bn  -  b n . 2 .  b ^ . b ,  <  30}

S O L D C I O H  : (SELECTIVIDAD- 197*1

a )  Véanos cuá les  son l o s  e lementos d e l  con junto A  :

+  3 -  l  +  3 -  4 

+  3 -  4 +  3 -  7 

+ 3 - 7 + 3 - 1 0

N ótese  que cada término de e s ta  sucesión de números se o b t ie n e  añadiendo al 

a n te r io r  3 . Esta e s  l a  le y  de formación que s igu en .

Por t a n to ,  A ,  {1 ,4 .7 ,1 0 ,1 3 .1 6 ,1 9 ,2 2 .2 5 ,2 8 }

b )  Veamos cuá les  son l o s  e lementos d e l  con junto B :

b  -  1 
o

b l  "  2
b2 ‘  b2-2 +  b2 - l  -  bD +  b ,  -  I  +  2 -  3

b3 "  b3-2 +  b3 - l  "  b l  +  b2 "  2 +  3 -  5

Nótese que cada término de e s ta  suces ión  de números s e  o b t ie n e  añadiendo los 

dos a n te r io r e s .L o s  dos p rim eros nos l o s  dan.Esta es  la  l e y  de formación.

Por  tan to ,

B -  ( 1 ,2 ,3 ,5 ,8 ,1 3 ,2 1 }

 o o o O o o o -----

1 . 4 .  Una c i r c u n f e r e n c i a  q u e d a  d e t e r m i n a d a  en  e l  p l a n o  p o r  e l  

c e n t r o  O y  e l  r a d i o  r . D e f i n i r l a  com o c o n j u n t o  d e  p u n t o s .

S O L U C I O H  :

S i  designamos por  C (0 , r )  l a  c i r c u n fe r e n c ia  s e  t i e n e  :

C ( 0 , r )  -  {X  / X es un punto d e l  p lano cuya d is ta n c ia  a  0  es  r }

-  (X  / d (X ,0 )  -  r )  ,  s iendo d (X ,0 )  la  d is ta n c ia  d e l  punto X de l

p lano a l  punto f i j o  0 ,  e l  c en tro .



* 1 . 5 .  L o s  s i g u i e n t e s  c o n j u n t o s  e s t á n  d e f i n i d o s  p o r  e x t e n s i ó n ,  

u t i l í c e s e  a l g u n a  p r o p i e d a d  q u e  l o s  d e f i n a  p o r  c o m p r e n s i ó n .

a )  A  =  { O c t u b r e , N o v i e m b r e , D i c i e m b r e , E n e r o , F e b r e r o , M a r z o , A b r i l ,

H a y o  , J u n i o }

b )  B =  { L a  C o r u ñ a , L u g o , O r e n s e , P o n t e v e d r a )

C ) C =  1 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 }

d )  D =  { 2 , 4 , 6 , 8 , 1 0 , 1 2 }

e )  E  =  { 1 , 3 , 5 , 7 , 9 }  ( J R U - I - 2 )

S O L ü C  1 0 H  :

a )  A -  {x /  x  es  un mes d e l  curso }

b )  B -  {x /  x  es  una p ro v in c ia  g a l l e g a }

c )  C -  {x /  x  es  un número n a tu ra l  de una s o la  c i f r a }

d )  D -  íx /  x G «  , x  -  2 ,  1 <  x < 1 3 }

-  {x /  x  es  un número n a tu ra l  par comprendico en t r e  1 y  13}

e )  E -  {x/  x es  un número na tu ra l , im par  y  de una s o la  c i f r a }

■ {x /  x  e s  un número impar d í g i t o }

 o o o O o o o -----

1 . 6 .  L o s  s i g u i e n t e s  c o n j u n t o s  e s t á n  d e f i n i d o s  p o r  c o m p r e n s i ó n ,  

d e f í n a n s e  p o r  e x t e n s i ó n .

a )  A  =  { x  /  x  e s  a s i g n a t u r a  común d e  COU}

b )  B =  { x  /  x  e s  mes d e  v a c a c i ó n  d e  v e r a n o }

c )  C =  { x  /  x  £  H y  4 <  x  <  9 }

d )  D =  { x  /  x  G Z y  - 5  <  x  <  3 }

e )  E = { x / x = 2 n + l  y  0 <  n <  10}
{ J R V - I - 3 1

S O L U C I O N  :

a )  A ■ {R e l ig iú n ,Lengua ,Id iom a,M atem áticas  comunes,F.C.y S o c ia l }

b )  B -  (J u l i o ,A g o s t o }

c )  C -  {4 , 5 ,6 , 7 , 8 , 9 }

d )  D -  { - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 }

e )  E -  {1 ,3 ,5 ,7 ,9 ,1 1 ,1 3 ,1 5 ,1 7 ,1 9 ,2 1 }

N O TA : La p rop ied a d  cana c te n ts  t i c a  que d eterm ina  un co n ju n to  no debe sen ambi -  

gua. 

Pon e jem p lo , en b ) " x  es  meó de v a ca c ión  de venano" ,  s i  es pana e s tu 

d ia n te s  es c lo n o  que s e  tn a ta  de esos  dos, peno pana nucha g e n te  tam

b ié n  es mes de va ca c ión  de venano J u n io  y  S ep tie jrb n e .



1 . 7 .  D í g a s e  s i  s o n  c i e r t a s  l a s  s i g u i e n t e s  e x p r e s i o n e s :

a )  E n e r o  €  { D í a s  d e  l a  s em a n a )

b )  4 e  { x /  x  €  Z y  - 7  <  x  <  5 )

c )  3 £ { x / x = 2 n + l  ,  n € N )

d )  16 £  ( x  /  x  e s  n ú m ero  p r i m o )

e )  - 7  €  { x  /  x  €  N y  2 <  x  <  8 )
( J R V - I - 4 )

S O L U C I O N  :

a )  F.s f a l s a  puesto  que e l  mes Enero no p e r ten ec e  a l  c on jun to  de l o s  d í a s  de la 

semana.

b )  Es verdadera  ya aue 4 6  Z y v e r i f i c a  l a  r e l a c i ó n  -7  <  4 <  5

c )  La r e la c ió n  dada en c )  e s  c i e r t a  puesto  que 3 ■  2.1 +  1 y se  v e r i f i c a  para

n ■ 1.

d )  E l número 16 es un número compuesto ya que 16 = 8 .2  = 4 .4 ,  e s  d e c i r ,  t i e n e

d i v i s o r e s  d i s t i n t o s  de 16 y de 1 y en consecuencia  no e s  un número primo.La

r e l a c i ó n  d )  e s  f a l s a .

c )  Esta r e l a c i ó n  es  f a l s a  puesto  que -7  no es  un número natural.Tampoco v e r i f i 

ca l a  segunda co n d ic ió n  a l  no e s t a r  comprendido -7 e n t r e  2 y 8.

 o o o O o o o -----

1 . 8  • D a d o  e l  c o n j u n t o  A  =  { a , b , c , d , e , f )  , ¿ q u é  c o n j u n t o s  s a 

t i s f a c e n  s i m u l t á n e a m e n t e  l a s  r e l a c i o n e s  s i g u i e n t e s  :

( a , c 1 C X y  X C A

S O L U C I O N  :

a )  Por  s e r  { a . c )  subconjunto de X ,  e s t e  con jun to  debe tener  a l  menos lo s  e l e 

mentos a y c .

b )  Por  s e r  X un subconjunto de A , X poseerá  a l o  más l o s  e lementos de A ,  es 

d e c i r , { a , b , c , d , e , f ) .

Ten iendo en cuenta e s t a s  dos con d ic io n es  se ob t ien en  la s  s i g u ie n t e s  so lu c io n es :

1) ( a , c )

2 )  { a . c . b j  ,  ( a , c , d )  , ( a , c , e )  ,  ( a , c , f )

3 ) { a , c , b , d }  , ( a . c . b . e )  , ( a , c , b , f )  ,  ( a , c , d , e )  , ( a . c . d . f )  ,  { a . c . e . f )

4 )  { a , c , b , d , e }  , ( a . c . b . d . f )  , ( a , c , b , e , f )  , ( a , c , d , e , f )

5) X -  ( a , b , c , d , e , f )

N ó tese  también que X -  { a , c )  U  X ' ,  s ien do  X ' un subconjunto de ( b . d . e . f )

E l número de s o lu c io n e s  es i g u a l  a l  número de subconjuntos de { b , d , e , f ) ,  es

d e c i r  ,  2* -  1 6 .



1 . 9 . C o n s i d é r e n o s  l o s  c o n j u n t o s  A  -  ( 0 )  ,  B =  0  ,  C -  ( 0 )  ,

D *  1 0 } )  y  E  -  0 .  S e  p i d e  ¡

a )  ¿ E s t á  b i e n  e n u n c i a d o  e l  p r o b l e m a ? .

b )  En c a s o  n e g a t i v o ,  e n u n c i a r l o  b i e n  e  i n d i c a r  c u á l e s  d e  l o s  c o n 

j u n t o s  s o n  i g u a l e s  y  c u á l e s  n o .

S O L U C I O N  :

a )  El enunciado d e l  problema e s t á  n a l  puesto  que E = 0  no es  un con iunto .

b )  Los r e s ta n te s  son con ju n tos .E n tre  e s to s  con jun tos  no hay niguno ig u a l  a  lo s  

d en is .  En e f e c t o  :

1) A e s  un con junto u n i t a r i o  cuyo e le a e n to  es  0

2 )  B e s  e l  con junto v a c ío

3 )  C e s  un con junto u n i t a r i o  cuyo e lemento es 0

4 )  D es un con junto u n i t a r i o  que t i e n e  como e lemento a o t r o  con jun to  cuyo

único e lemento e s  e l  con junto v a c ío .

1.10.
t o s  d e l  m i

S O L U C I O N  :

 o o o O o o o -----

D ad o  e l  c o n j u n t o  O -  { 1 , 2 , 3 )  , f o r m a r  t o d o s  l o s  s u b c o n ju n

IJ K IM -S )

a )  Subconjuntos de 0  e lementos :  0

b )  Subconjuntos de 1 e lemento :  { 1 )  ,  { 2 )  , { 3 }

c )  Subconjuntos de 2 e lementos :  ( 1 , 2 )  , { 1 , 3 }  ,  { 2 , 3 }

d )  Subconjuntos de 3 e lementos :  { 1 , 2 , 3 }

E l número t o t a l  de subconjuntos es  8  -  2^ ■  2ca rd ^ .

Por  t a n to .  P (ü )  -  { { 1 }  .  { 2 }  ,  { 3 }  ,  { 1 , 2 }  ,  { 1 , 3 }  ,  { 2 , 3 }  ,  { 1 , 2 , 3 } }

 o o o O o o o -----

1.11. D i b u j a r  e l  d i a g r a m a  d e  i n c l u s i ó n  o  d i a g r a m a  d e  H a s s e  

d e  l o s  s u b c o n j u n t o s  d e l  e j e r c i c i o  a n t e r i o r .

S O L U C I O N  :

S i  ponemos :  A -  { 1 }  ,  B -  { 2 }  ,

D -  (1 ,2 )  , E -  {1 , 3 }  .

se t i e n e  e l  s i g u ie n t e  diagrama de Hasse

{ 3 }



1 . 1  2 .  D ados  l o s  c o n j u n t o s

A  =  ( x  /  x  e s  un c u a d r a d o )

B =  { x  /  x  o s  un r e c t á n g u l o )

C ■= í x  /  x  e s  un c u a d r i l á t e r o )

e s c r i b i r , s i  e x i s t e n , r e l a c i o n e s  d e  i n c l u s i ó n  e n t r e  l o s  c o n j u n t o s  A ,

B y  C.
( J R V - J - 5 )

S O L U C I O N t

a)  A C B ya que todo cuadrado es  rectángu lo

b )  A C C ya que todo cuadrado es cu a d r i lá te ro

c )  B C C ya que todo rec tángu lo  es  cu a d r i lá te ro .

En la  f i g u ra  adjunta se ha representado e l  diagrama 

de Vcnn de la  inc lus ión .

 o o o O o o o -----

1 . 1 3  .  D ados  l o s  c o n j u n t o s

A -  ( x / x  G Z y  x -  i )

B -  í x / x  €  Z y  x -  ¿ )  , 

d e c i r  c u á l  d e  l a s  s i g u i e n t e s  e x p r e s i o n e s  e s  c i e r t a  :

A C  B o  B C A  ( J R V - I - 7 )

S O L U C I O N  :

Expresando por extensión l o s  conjuntos A y B ( s ó l o  algunos e lementos) se  t ien e  

A -  ( 0 , 12 ,±4 , 16 , 18 , 110 , 112, ± 14, ± 16 , i 18 , 120, 122 , 124,  .••> y 

B -  {0 , 16, 112, 118 . 124,  . . . )

Por tan to ,  lo s  elementos d e l  con junto B son elementos d e l  con junto A ,  luego 

B C  A.

Nótese que todo elemento de A es m ú lt ip lo  de 2 y que todo elemento de B es  múl

t i p l o  de 6 y que todo m ú lt ip lo  de 6 l o  en de 2, y por e s t o ,  B C  A.

 o o o O o o o -----

1 . 1 4  .C a d a  c o n j u n t o  p o s e e  com o  s u b c o n j u n t o s  a  61 mí 

c o n j u n t o  v a c í o , q u e  s e  l l a m a n  s u b c o n ju n t o s  i m p r o p i o s .

¿Hay a l g ú n  c o n j u n t o  q u e  p o s e a  un ú n i c o  s u b c o n ju n t o ?

S O L U C I O N  :
( J R V - I - 9

Solamente e x i s t e  un conjunto con un único subconjunto: es  0.En e f e c t o  :

Sea X un conjunto cu a lqu iera ,  s i  e s te  conjunto posee un único subconjunto,los  

subconjuntos impropios deben c o in c i d i r ,  es  d e c i r  ,  X a 0  .



1 . 1 5 .  S e a n :  A  =  { a  ,  b  ,  c  ,  d  ,  e }

B -  ( b  ,  d  ,  e  ,  f  ,  g ) .

C -  ( e  ,  g  ,  h  ,  i }

F o rm a r  : a ) A U B  ; b ) A U C  ; c )  B U  C

d ) A H B  j  e )  A  n  c  ; f )  B n  c

g )  A  O  ( B U  C)

h )  ( A  u  B)  n  C

i )  ( A  u  B)  u  c

S O L U C I O N  :

a )  A U  B -  ( a , b , c , d , e , f , g )

b )  A U  C ■ ( a , b , c , d . e , g , h . i )

c )  B U C  -  ( b . d . e . f . g . h . i )

(I) A H B ■  { b . d . e }

e )  A O C -  { * }

f )  b n c  • ( c . g )

g )  A n  (B U  C) -  ( b . d . e )

h ) (A  U  B) n  c  -  ( e . g )

i )  ( A U B ) U C  -  ( a . b . c . d . e . f . g . h . i )

 o o o O o o o -----

1 . 1 6 .  D a d o s  l o s  c o n j u n t o s  E ■  ( 1 , 2 , 3 , 4 }

F -  ( 2 , 4 , 6 , 8 }

T, -  ( 1 , 2 )  

f o r m a r  l o s  s i g u i e n t e s  c o n j u n t o s  :

a )  E  U  F  e )  E n  f

b )  E  u  F u  G f )  E n  (G u  F )

c )  E  n  G g )  E n  (F  n  G)

d )  (E  u  G ) r\ F h )  E  u  (G  n  F )

S O L U C I O N  :

a )  E U F  -  (1 .2 ,3 ,4 ,6 .8 )

b )  E U P U G - E U F  -  ( 1 , 2 ,3 .4 .6 .8 }  (N fitese que C C E)

c )  E n  G •  G -  (1 ,2 )

d )  (F. u  G) n  F -  E O F  ■ (2 .4 )

c )  E O F  -  (E U G) n  F -  (2 .4 )

f )  E n ( G u F )  =■ ( 1 . 2 . 4 )

g )  E n ( F n C )  ■  (2 )

h )  E u ( G n F )  ■ ( 1 . 2 , 3 , 4 }

( J R F - I

III

-III



1 . 1 7 .  S e a  A e l  c o n j u n t o  d e  l o s  d i v i s o r e s  d e  12 y  B e l  c o n j u n t o  

d e  l o s  d i v i s o r e s  d e  1 8 .  S e  p i d e

a )  H a l l a r  p o r  e x t e n s i ó n  A ,

b )  H a l l a r  p o r  e x t e n s i ó n  B

c )  H a l l a r  A  n  B

d )  ¿ C u á l  e s  e l  m a y o r  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  A  O B?

¿Qué nom bre  r e c i b e ? .

S O L U C I O N  :

a )  A -  { x/ x es  un d i v i s o r  de 12) ■ )1 .2 ,3 ,4 .6 .1 2 }

b )  B 3 {x/  x es  un d i v i s o r  de 18) = (1 ,2 ,3 ,6 ,9 ,1 8 )

c )  A í l B  ■ (x/  x es  un d i v i s o r  de 12 y de 18) -  ( l  ,2 ,3 ,6 )

d )  El mayor número d e l  conjunto A f") B e s  6.

El número 6 rec ib e  e l  nombre de tráxÁm) conJn d iv iA on  de 12 ij 16

 o o o O o o o -----

1 . 1 8  .  D e m o s t r a r  q u e  s i  A y  B s o n  d o s  c o n j u n t o s  d í s j u n t o s  tam 

b i é n  l o  s o n  < * (A )  y  f ( B )  .

S O L U C I O N  :

Haremos la  demostración por reducción a l  absurdo.Supongamos que P (A )  y <P(B) 

no son d is ju n to s ,  entonces e x i s t e  un elemento X j* 0  ta l  que

X G  f*<A) O B) -  X €  <*(A) y  X G <*(B) -  X C A y X C  B

-ex is te  u n x / x G A  y x G B

*» a n  b i  0

con trad icc ión  con la h ip ó te s is  de que A y B son conjuntos d is jun tos .

 o o o O o o o — -

1 . 1 9 .  D e f i n i r  r e c t a s  p a r a l e l a s ,  r e c t a s  s e c a n t e s  y  r e c t a s  

c o í n c i d e n t e s  en  e l  p l a n o  com o a p l i c a c i ó n  d e  c o n j u n t o s .  

S O L U C I O N  :

Sean r  y s  la s  r ec ta s  d e l  plano , entonces :

a )  r  es  p a ra le la  a s - r l s  “  r n s M

b) r  es  secante  con s  « - •  r  D  s  ■ ( P )  ,  s iendo P un punto de l plano

c )  r  es  co in c id en te  con s  «=» r  n  s  -  r  ■ s

— o o o O o o o -----



1.20 ,  D a d o s  l o s  c o n j u n t o s  A ^ ,A ^  y  A j ,  d e f i n i r  :

1 )  L a  u n i ó n  d e  c a d a  u n o  c o n  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e  l o s  o t r o s  d o s

2 )  L a  i n t e r s e c c i ó n  d e  c a d a  u n o  c o n  l a  u n i ó n  d e  l o s  o t r o s  d o s .

A p l i c a c i ó n  a  l a  b a r a j a  e s p a ñ o l a  c u a n d o  :

A j  ■  c o n j u n t o  d e  l a s  c a r t a s  r e y e s  

A 2 -  c o n j u n t o  d e  l a s  c a r t a s  o r o s

A j  -  c o n j u n t o  d e  l a s  c a r t a s  p a r e s .  

S O L U C I O N  :
(SELECTIV ID AD  -1976)

1) Aj  U  ( A 2 n  A j ) - {x/ X  e  A j o x  G  ( A 2 n  A j ) )

A2 U  (A j n  A j ) B { x / x  €  A2 o x G  ( A j  n  A j ) )

A j  U  (A j n  a 2) ■ ( x/ x  G  A j o X G  ( A j  n  a 2) )

2) Aj n  ( a2 u  A j ) • <x/ x  €  A j y x G  ( A 2 u  A j ) )

a ?  n  (A j U  A j ) <x/ x G  A2 y x G  ( A j  u  A j ) )

A j  n  (A j U  A2) ( x / x  G  A j y X e  ( A j  U A 2) )

APL ICAC ION :

1) A j  u  ( A 2 n  A j ) - { x / x e s  r e y  u o r o  par )

A 2  U  ( A j O  A j ) • (x / x  e s  o r o  o r e y )  ,  puesto, puesto  que A j  C A j  y r e su l ta  

que A j  O  A j  ■ Aj

A j  U  (A j  D  A? )  -  (x /  x es  c a r t a  p a r )  ,  puesto  que A j  O  A? ■ {R ey  o r o s )

que es  p a r ,  y  en consecuencia  es

tá  con ten ida  en A j

2 )  A j  O  (A 2 U  Aj )  -  {x /  x e s  r e y )

A 2 O  ( A j  U  A j )  ■> { x /  x  e s  o r o  p a r )

A j  H  (A j  U  A2)  ■ (x /  x  es  r e y  u o ro  par)

 o o o O o o o -----

1. 21. D a r  una d e f i n i c i ó n  c o n j u n t i s t a  d e  m e d i a t r i z  d e l  s e g m e n t o

AB  e n  e l  p l a n o .

S O L U C I O N  :

S i  designamos por  d (P ,Q )  l a  d i s t a n c ia  en t r e  dos puntos d e l  p la n o ,  en tonces :

M e d ia t r i z  de AB •  {  X / X punto d e l  p lano  y  d (X ,A )  = d (X ,B ) )



1 .  z z  . D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s  l e y e s  d i s t r i b u t i v a s  :

a )  A  U  (B  H  C) =  ( A  U  B )  H  ( A  U  C )

b )  A  n  (B  u  C) =  ( A  n  B )  u  ( A  n  C) { m  M J J

S O L U C I O N  :

Haremos l a  dem ostrac ión  de e s t a s  dos p ro p ied ad es  por  la  t a b la  de p e r te n en c ia .  

Recordemos :  S i  x  p e r te n ec e  a l  c on ju n to  pondremos 1

S i  x  no p e r te n ec e  a l  c on ju n to  pondremos 0.

A u (B n C) = (A U B) n (A u C)

1 1 1 i 1 1 1 1 1 i 1 i 1

1 1 1 0 0 1 1 1 1 i 1 i 0

1 1 0 0 1 1 l 1 0 i 1 i 1

1 1 0 0 0 1 1 1 0 i I i 0

0 1 1 i 1 1 0 1 1 i 0 i 1

0 0 l o 0 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7 i 9 10 n 12 15

donde ,  de  l a s  columnas 3 y 5  s e  o b t i e n e  l a  4 ,  de l a s  7 y  9 l a  8  , 

de l a s  columnas 11 y  13 se o b t i e n e  la  12; 

de l a  1 y  4 r e s u l t a  la  2  (p r im e r  miembro) 

de l a  8 y  12 r e s u l t a  la  columna 10  (segundo miembro)

de l a s  columnas 2 y 10 s e  o b t i e n e  f in a lm en te  la  columna de r e s u l t a d o s  f».

A n (B u C) = (A n B) u (A n C)

1 i 1 l 1 1 1 i 1 1 1 i I

1 i 1 1 0 1 1 i 1 1 1 0 0

1 i 0 1 1 1 1 0 0 1 1 i 1

1 0 0 0 0 1 l 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 1 0 0 l 0 0 0 0

0 0 " 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . 0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I I  . 12 15

La o b ten c ió n  d e  l a  s u c e s iv a s  columnas a p a r t i r  de l o s  d a to s  s e  hace de una 

manera an á loga  a l  ap a r tad o  a n t e r i o r .



1 .  2  3 <  S i e n d o  M =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  y  N -  { 1 , 3 }  ,  e n c o n t r a r  d o s  

c o n j u n t o s  A  y  B n o  v a c í o s  , e n  c a d a  u n o  d e  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s  :

a )  A  U  B ■  M ,  A  O  B =  0  ,  B ■  { 1 ) .

b ) B D A  , A U B -  { 4 , 5 }

C)  A n  B  -  { 3 }  , A  U  B  = { 2 , 3 , 4 }  ,  B  U  N = { 1 , 2 , 3 }  . ( J R I M - 1 7 )

S O L U C I O N  :

a )  B ■ { 1 }  , lu ego  A ■> { 2 , 3 , 4 , 5 }  para que v e r i f i q u e  la s  c o n d ic io n es  dadas 

d c A O B - 0  y A U  B • M

b ) S i  A D B ,  en tonces A U  B ■ A ,  luego A ■ { 4 , 5 }  ,  y  B puede s e r  c u a lq u ie 

ra  de lo s  s i g u ie n t e s  con jun tos  : { 4 }  ,  { 5 }  ,  { 4 , 5 }

c )  1 ° )  De N »  ( 1 , 3 }  y B U N  -  { 1 , 2 , 3 }  se  s igu e  que B puede s e r  uno cu a l

q u ie ra  de l o s  s i g u i e n t e s  con jun tos  :

{ 2 }  .  { 1 . 2 }  .  { 2 , 3 }  .  { 1 , 2 , 3 }

2 * )  De A n  B = { 3 }  s e  s ig u e  que B t i e n e  que tener  e l  e lem ento  3 ,  luego 

de l a s  4 p o s ib i l i d a d e s  de B nos quedan únicamente :

{ 2 , 3 }  y { 1 , 2 , 3 }

3 * )  F inalmente, de la  r e l a c i ó n  A U  B ■ { 2 , 3 , 4 }  deducimos que B puede ser

ún icam ente, { 2 , 3 }

4#)  S i  B -  { 2 , 3 }  ,  A O B  ■  { 3 }  y  A U  B -  { 2 , 3 , 4 }  entonces A •  { 3 , 4 }  

ya que : e l  2 no puede p e r te n ec e r  a  A puesto  que la  in t e r s e c c ió n  s e r ía

{2 , 3 }

e l  3 debe p e r te n ec e r  a A puesto  que { 3 }  «* A O B

e l  4 debe p e r te n ec e r  a A puesto  que p e r ten ec e  a la  únion de A

y B y  no  p e r ten ec e  a B.

Por  t a n to ,  A •  { 3 , 4 }  y  B -  ( 2 , 3 )

 o o o O o o o -----

1 . 2 4 .  D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s ,

a )  A  C  A  U  B

b )  B C  A  U  B

c )  A  O  B C  A

d )  A  O  B C B

s i e n d o  A y  B d o s  c o n j u n t o s  c u a l e s q u i e r a .  ( J R V - I - M )

S O L O C I O M :

P a r a  t o d o  x :

a )  X €  A x €  A o  x € B  -  x G A U B  ,  lu ego  A C A  U  B

b )  x  €  B •  x  €  A o  x  €  B -  x € A U B  , lu ego  B C  A U  B

c )  x E A O B  -  x  €  A  y  x  €  B -• x  €  A ,  lu ego  A O B C A

d)  x G A O B  •• x  €  A y x  €  B -  x €  B .  lu ego  A O B C B



1 . 2 5 .  F o r m a r  e l c o n j u n t o  f ( U )  en  c a d a  un o  d e  l o s  s i g u i e n t e s

c a s o s  :

a )  U ■  0

b )  U -  ( 1 )

c )  U -  ( 1 , 2 )

d )  U -  ( 1 . 2 , 3 )
e )  U -  ( 1 , 2 , 3 . 4 )  ( J K V - 1- f á )

S O L  U C I  O H :

a )  Subconjuntos de 0 e lementos :  0

* (U >  -  (0 )

b )  Subconjuntos de 0 e lementos :  0 

Subconjuntos de 1 elemento

m  -  ( 0  , { i } )

c )  Subconjuntos de 0 elementos 

Subconjuntos de 1 elemento 

Subconjuntos de 2 elementos

*<U ) -  ( 0  . ( 0 . ( 2 ) . ( 1 . 2 ) )

d )  Subconjuntos de O elementos 

Subconjuntos de 1 elemento 

Subconjuntos de 2 elementos 

Subconjuntos de 3 elementos

f (\ J ) -  ( 0  .  ( 1 )  .  ( 2 )  .  ( 3 )  .  ( 1 , 2 )  .  ( 1 . 2 )  .  ( 2 . 3 )  .  ( 1 , 2 , 3 ) )

e )  Subconjuntos de O elementos : 0

(I)

( 1 )  .  ( 2 )  

( 1 ,2 )

( 1 )  .  ( 2 )  .  ( 3 )

( 1 . 2 )  .  ( 1 . 3 )  ,  (2 .3 )  

( 1 . 2 , 3 )

( 1 )  ,  ( 2 )  ,  ( 3 )  ,  ( 4 )

( 1 , 2 )  . ( 1 . 3 )  .  ( 1 . 4 )  . ( 2 , 3 )  , ( 2 . 4 )  . (3 .4 )  

( I . 2 .3 )  ,  ( 1 . 2 , 4 )  , ( 1 . 3 , 4 )  ,  ( 2 ,3 ,4 )

( I , 2 .3 ,4 )

f ( U )  -  ( 0 , ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) . ( 4 ) . ( 1 , 2 ) , ( 1 . 3 ) . ( 1 . 4 ) , ( 2 . 3 ) . ( 2 , 4 ) , ( 3 , 4 ) .

( 1 , 2 , 3 ) , ( 1 , 2 , 4 ) , ( 1 , 3 , 4 ) . ( 2 , 3 , 4 ) . ( 1 . 2 . 3 . 4 ) )

Subconjuntos de 1 elemento 

Subconjuntos de 2 elementos 

Subconjuntos de 3 elementos 

Subconjuntos de 4 elementos

 o o o O o o o -----

NOTA :  En t í  c a p U u to  4 , a l  eb tud ian  t i  c tvu U n a í d t  un c o n ju n to , d em ataanenvi 

t i  i i g u i e n t t  teo-te/m : 

"S ¿  un co n ju n to  ( ¡ in i t o  t ie n e  n  e le m e n ta ,  en tonceó  P|U) t i  tamb<ln 

f i n i t o  y  t ie n e  l n e lem en to  i " . 

Bóte neóu ttado óe  puede compxoban en t i  e je n c á U o  a n te n io * ,  cuando e l  

co n jtu ü o  t t e n e  O ,1 , 2 , 3 ,4  e le m e n ta .



1 . 2 6  . D a d o s  l o s  c o n j u n t o s  A  =  { a , b , c , d , e }

B =  { b , d , e , f , g }

C =  { e , g , h , i }

d e l  c o n j u n t o  u n i v e r s a l  U =  { a , b , c , d , e , f , g , h , i }

f o r m a r  l o s  c o n j u n t o s  s i g u i e n t e s  :

a )  A '  d )  ( A  n  (B  U  C ) )  *

b )  B '  U  C '  e )  ( (A  U B) O  C )  '

c )  ( b  n  C )  • f )  ( B  n  C n  A )  •

i n d i c a n d o  c o n  '  e l  c o n j u n t o  c o m p l e m e n t a r i o  e n  U .  ( J R V - I - I 6 1

S O L D C I O H  :

a )  A '  -  {  í  , g . h , i }

b )  B ' U C '  ■ (B n C ) '  -  { e , g } '  -  { a . b . c . d . f , h , i )

c )  (B  n  C ) '  -  { a , b , c , d ,  £ ,h, i }  (N ó tese  que es e l  mismo conjunto que en b ) )

d) (A  O  (B U C ) ) '  -  (A O { b , d , e , f , g , h , i ) ) 1

-  ( b , d , e ) '

-  { a , c , f , g , h , i )

e )  ( ( A  U  B) n  C ) ’  -  ( { n . b . c . d . c . f . g }  n  C ) •

-  í c . g ) '

-  { a , b , c , d , f , h , i )

f )  (B  n  C n  A ) '  -  ( e ) '  -  í a , b , c , d , f , g , h , i >

MOTA : La igu a ld a d  de  foA  c o n ju n t a  dadoi en a )  y  bl ¿ e  ve/U6¿ca ¿ iem p ie  y ¿e 

con oce  como La le y  de MORGAM.

 o o o O o o o -----

1 . 2 7 .  H a l l a r  e l  c o n j u n t o  c o m p l e m e n t a r i o  d e  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e l

c o n j u n t o  u n i ó n  d e  l o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d e  A  y  B c o n  e l  c o n j u n t o  u -

n i ó n  d e  l o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d e  A  y  C .  {SELÍC nviO AD  -  1976)

S O L P C I O H  :

Tenemos que h a l la r  e l  con junto complementario d e l  con junto :  (A  U B) H (Á  U  c )  

o l o  que es l o  mismo ( ( A '  U B' )  O (A '  U  C ' ) ) ' .

( ( A '  U B ' )  O (A *  U  < : ' ) ) •  -  (A '  U B ' ) '  U (A '  U C ' ) '  .  Ley de Morgan

-  ( ( A ' ) *  n  ( B ' )  ' )  U  ( ( A ' )  '  O  (C ’ ) ' )  .

-  (A  n  B) U  (A  O  C) ,  Ley in v o lu t i v a

-  A n  (B U C) ,  L e y  d is t r i b u t i v a



1 . 2 8 .  S e a n  A  y  B d o s  s u b c o n j u n t o s  d e  U ( c o n j u n t o  u n i v e r s a l ) . 

e x p r e s a r  p o r  m e d i o  d e  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e  A , B , A ' , B '  l o s  s u b c o n ju n 

t o s  1 , 2 , 3  y  4 d e  l a  s i g u i e n t e  f i g u r a  :

S O L U C I O N  :

a )  La r eg ió n  que determina e l  subconjunto 1 v ie n e  dada por :

1 ■  A -  B ■  A  O  B'

b )  E l subconjunto 2 v ie n e  dado por :  2 ■ A n  B

c )  E l subconjunto 3 v ie n e  dado por  :  3 - B - A - B H A '  •  A '  n  B

d )  E l subconjunto 4 v ie n e  dado por  :  4 -  (A  U  B ) '

-  A '  H  B ' , por l a  l e y  de Morgan

 o o o O o o o -----

1 . 2 9 .

s í ó n  :

R e p r e s e n t a r  e n  un d i a g r a m a  d e  Venn l a  s i g u i e n t e  e x p r e -

(A n  B) n  c

S O L U C I O N  :

(A  n  B) n  C •  U -  ( ( A f l B )  H C )  ,  por l a  d e f in i c i ó n  de con junto complemen

t a r i o .

■ U -  ( ( A  n  b)  -  C) , por l a  d e f in i c i ó n  de d i f e r e n c ia

Las f i g u ra s  s i g u ie n te s  muestran l o s  con juntos  (A  H  B) -  C y su complementa

r i o :

J l i P ;

v i ) É



S e a n  A , B  y  C s u b c o n j u n t o s  d e  U ( c o n j u n t o  u n i v e r s a l ) .  E x 

p r e s a r  p o r  m e d i o  d e  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e  A , B , C , A ' , B ' #C '  l o s  s u b c o n —  

j u n t o s  1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8  d e  l a  s i g u i e n t e  f i g u r a  :

S O L U C I O N  :

1 A  -  (B  U  C)

A  n  (B  U  O * i por d e f i n i c i ó n  de -

A n  ( b '  n c ’ ) • por la  l e y  d e  Morgan

A n  B ' n  C ' • por l a  a s o c i a t i v i d a d  de n

2 (A  n  B ) -  c

(A  n  B) n  C ' t por l a  d e f i n i c i ó n  de -

a  n  b  n  c ' • por l a  a s o c i a t i v i d a d  de O

3 B -  (A  U  C)

B n  ( A  u  c )  • • por l a  d e f i n i c i ó n  de -

b n  ( a * n  c ' ) 9 por  l a  l e y  de Morgan

a * n  B n c * t por l a  a s o c i a t i v i d a d  de n

4 (A  o  C) -  B

( a  n  C) n  B* • por d e f i n i c i ó n  de -

a  n  b '  n c • por l a  a s o c i a t i v i d a d  d e  n

5 a  n  b n  c

6 (B  n  C ) -  A

(b  n  c) n  a ’ 1 por d e f i n i c i ó n  de -

a ' n  b n  c t por l a  a s o c i a t i v i d a d  d e  n

7 c  -  (A  u  B)

c  n  (A  U  B) • • por d e f i n i c i ó n  de -

c  n  ( a '  n  b ’ ) • por l a  l e y  de Morgan

a * n  b ’  n  c*
• por l a  a s o c i a t i v i d a d  d e  n

8 ( A  u  b  u  c )  • - (A  U  (B  U  C ) ) i

a '  n  (B  u  C ) '  -  a ’  n ( B '  n  c ' ) , por  l a s  l e y e s  de Morgan

a '  n  b '  n  c ' . por  la  a s o c i a t i v i d a d  de



1 . 3 1 .  D ados  l o s  c o n j u n t o s  A  y  B y  s u s  c o r r e s p o n d i e n t e s  c o n j u n 

t o s  c o m p l e m e n t a r i o s  A '  y  B '  ,  d e m u é s t r e s e  q u e  s i  A C b  s e  cu m p len  

l a s  i g u a l d a d e s  :

a )  A  n  B -  A

b )  A U  B °  B

c )  B '  C A*

d )  A '  U B =  U (U c o n j u n t o  u n i v e r s a l )

e )  A n  B '  =  0  (JRV-I-25 -  S e le c t iv id a d  1975)

S O L O C I O M :

a)  A H  B -  ( x / x G A  y x G B)

-  { x / x G A  y x 6  A)  ya que A C B

-  { x / x G A }

A

b)  A U B  ■ { x / x G A  o x G B )

-  { x  / x  G B o x  G B) ya que A C B

-  { x  / x  G B)

-  B

c )  Para Codo x €  B' ■» x $  B

•  x £  A ya que A C  B

=» x G A'

luego B ' C  A'

d )  A '  U B  '  { x / x G A '  o x G B)

-  ( x  / x G  A'  o x G A)

-  { x  / x G  U)

ü

e )  A n  B'  -  ( x / x G A  y  x  G  B' )

-  { x / x G A  y x G  A ’ )

NOTA : Loa e / e n c ic io i  a )  , b) , d) y  e ]  ¿ e  pueden demeétaan pnobando la  do

b le  in c lu s ió n .L o  hacemo¿ pata e l  pnimeno :

1) A n  G c  A pue&to que tod o  e lem en to  de 1a i n t e l e c c i ó n  pettene.ee

pon d e f in ic ió n  a l a  doó c o n ju n to i

2 ) S i  x  G  A , eivíonce¿ x  G  A y  x  G  8 ,  p u erto  que  A c  8

y de a q u í x  e  A n  8

lu ego  A c  A o  B.

Ve I J y  2 ) ¿e ¿ igu e  la  igua ld ad  a ) .



1 . 3 2  . S i m p l i f i c a r  l a  e x p r e s i ó n  ( A  u  B) n ( A  u  B ' )  O ( A ' u  B) , 

e n  d o n d e  A '  y  B '  s o n  l o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d e  A  y  B r e s p e c t i v a m e n t e .

[SELECT IV ID A D  - 19761S  O  L  O C I  O

Primer método :

(A U  B) O  (A  U  B ' )  O  (A '  U B )  ■ ( ( A  u  B) O  (A  u  B ' ) )  O (A '  u  B) ,  p .  a s o c ia t .

-  (A  U  <B O  B’ ) )  O (A '  U  B)

-  (A  u  0 ) n  (A* U  B)

-  A n  ( A (  U  B)

- (a  n  a ') u  (a  n  b)

-  0 u  (A n  B)

= a  n  B

, p . d i s t r i b .

,  p .  de cotspl. 

,  iden t idad  

,  p . d i s t r i b .

,  p .  de cooipl. 

,  identidad

Segundo método:

S i  expresamos por 1 la  p e rten en c ia  de un elemento a l  con junto ,  y 

por 0  l a  no p e rten en c ia  , 

entonces se  puede c o n t ru ir  la  s ig u ien te  t a b la  de v e r i f i c a c i ó n  :

A B A' B' A U  B A U B ' A'  U B ( A U  B) n ( A  U  B' )  n  ( A'  U  B)

1 1 0 0 1 1 l I

1 0 0 1 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1 1 0

E l r esu ltado  ob ten ido  es  e q u iva len te  a  l a  ta b la  de con junto A O B ,  luego 

(A  U B) O (A U B ' )  O ( A ’ U B) -  A O  B

 o o o O o o o -----

1 . 3 3  . S i m p l i f i c a r  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n  :

« A  U  B ) O  ( A  U  B ))  U  ( (A  O B ) U  (Á  O  B »  

s i e n d o  A  y  B l o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d e  A  y  B r e s p e c t i v a m e n t e .  

S O L O C I O M  : [SCLECTÍVÍ1M) -  1976)

( ( A  U  B )  n  ( A  U  B ) )  U  ( ( A  n B )  u  (Á n  B ) )  -  (A  U  ( B  n  § ) )  u  ( ( A  U  Á )  n  B ) ) ,  [ 1 )

-  ( A  u  0)  u  (U n  B)  ,  [2 )

- A u  B ,  13)

donde, en ( 1 )  se  ha a p l ic a d o  la  propiedad d i s t r i b u t i v a  ,

en | 2  ) se  ha a p l ic a d o  la  propiedad de complementaciÓn,

en | 3 ) s e  ha a p l ic a d o  l a  propiedad d e l  elemento neutro .



1 . 3 4 .  S e  d e f i n e  l a  d i f e r e n c i a  d e  d o s  c o n j u n t o s  A  y  B ,  y  s e  

r e p r e s e n t a  p o r  A - B  ,  a l  c o n j u n t o  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  A  q u e  n o  p e r 

t e n e c e n  a  B ,  e s  d e c i r ,

A  -  B =  ( x / x  G  A  y  x  í  B )

«  ( x / x  e  A  y  x  e  B ' }

= a  n  b '

D e m o s t r a r  q u e  : A  -  (B  n  c) =  ( A  -  B )  U  ( A  -  C )
IJ R V - I-?3|

S O L U C I O N  :

A -  (B  O  C ) -  A n  (B  O  C ) '  , según l a  d e f i n i c i ó n  -

■ A H (B '  U  C ' )  ,  según l a  l e y  de Morgan

-  (A  O  B ' )  U  (A  O  c ' )  ,  p rop iedad  d i s t r i b u t i v a

-  (A  -  B) u  (A  -  C ) ,  según l a  d e f i n i c i ó n  de -

 o o o O o o o -----

1 . 3 5  .  D a d o s  l o s  c o n j u n t o s  A  ,  B y  C ,  p r u é b e s e  s i  s e  c u m p l e n  o  

n o  l a s  s i g u i e n t e s  e x p r e s i o n e s  :

a )  A  (1 (B  -  C )  -  ( A  O  B ) -  ( A  n  C )

b )  A  U  (B  -  C )  /  ( A  U  B ) -  ( A  U  C )

S O L U C I O N  :
IS C LC C T 1 V 1 V A V  - 1976)

a )  ( A  n  B> -  (A  O  C ) = (A  n  B) O  (A  n  C ) '  ,  d e f i n i c i ó n  de -

= (A  n  B) O  ( A ’ U  C ' )  ,  l e y e s  de Morgan.

= ( A  O  B n  A ' )  U  (A  O  B O  C ' )  ,  l e y  d i s t r i b u t i v a

'  0 U  (A  n  B O  C ' )  ,  l e y  de complementaeión

-  A O  B D  C '

-  A n  (B  n c ' )  . a s o c i a t i v i d a d

*• A O  (B  -  C) , d e f i n i c i ó n  de -

b )  Consideremos l o s  s i g u i e n t e s  con jun tos  :

A = { 1 . 2 . 5 . 6 . 7 )

B -  { 4 , 5 , 6 , 8 , 1 0 }

C -  { 3 . 4 , 5 , 7 , 1 3 }

en to n ces  : B -  C -  { 6 , 8 , 1 0 }  y  A U  (B  -  C ) -  { 1 , 2 , 5 . 6 , 7 , 8 , 1 0 }

A U  B -  { 1 , 2 , 4 , 5 . 6 . 7 , 8 , 1 0 }  )

A  U C  -  í l . 2 . 3 . 4 . 5 . 7 , 1 3 )  j  *  d c  a" u í  < "> ten e »o s  :

(A  U  B) -  (A  U  C ) -  { 8 , 1 0 }

Por  t a n to  ,  A U  (B  -  C ) t  (A  U  B) -  (A  U  C)

De a )  y b )  se  s ig u e  que l a s  dos  r e la c io n e s  dadas son ve rdade ra s .



1 . 3 6  -D a d o s  d o s  c o n j u n t o s  A  y  B y  s u s  c o r r e s p o n d i e n t e s  c o n j u n 

t o s  c o m p l e m e n t a r i o s  A '  y  B '  ,  d e m u é s t r e s e  q u e

A '  -  B '  =  B - A
(SELECTIVIDAD -  1976)

S O L U C I O N

a )  Primer método :

A '  -  B ' -  { x  / x  G A '  y  x  £  B ' } > por  d e f i n i c i ó n  de d i f e r e n c i a

*  ( x  / x A y x  G B) por  d e f i n i c i ó n  de '

“ { x / x G B  y x ^ A } ►conm utativ idad  de " y "

-  B -  A » por  d e f i n i c i ó n  de d i f e r e n c i a

b )  Segundo método.
1 ° )  A'Tendremos que demostrar : - B ' C B - A

2“ )  B - A C A ’ -  B1

1 ° )  Para todo x G  A '  -  B ' «* x  G A' y x f B '

•  x  $  A y x  G  B

■* x G B y x  $  A -  x G B - A

lu e g o ,  A '  - B ' C B - A

2o)  Para todo  x G B - A  x G B y x  A

x 6  B y x  G  A ’

-  x  í  B' y x  G  A ’

-> x G A' y x $ B '  -> x G A '  - B '

lu ego ,  B -  A C  A ’ -  B'

De 1®) y  2 ° )  se  s igu e  e l  enunciado.

--- o o o O o o o — —  —

1 . 3  7. D e m o s t r a r  l a  i d e n t i d a d  :

(A  -  B ) u  (B  -  A )  = (A u  B ) -  ( A  n  B)

S O L U C I O N  :
( J M - 1 - 2 4 )

(A  -  B) U  (B  -  A )  -  (A  O  B’) U  (B n  A ' ) , por la  d e f i n i c i ó n  de -

- ( ( A  n  B ' )  U B) n « A  n  B ' )  U  A ' )  , l e y  d i s t r i b u t i v a

- (A  u  B) n  (B U  B ' )  O  (A  U  A ' )  n  (B '  U A ' )  , l e y  d i s t r i b u t .

-  (A  U B) n  (B '  U A ' ) , l e y  de corapleaentación

= (a  u  b ) n  (b n  A)' , l e y  de Morgan

•  (A U  B) -  (A n  B) , por  l a  d e f i n i c i ó n  -



1 . 3 8  .  D ados  l o s  c o n j u n t o s  A  y  B i n c l u i d o s  e n  e l  c o n j u n t o  U,

p r u é b e s e  s i  s e  cu m p len  o  no  l a s  s i g u i e n t e s  i q u a l d a d c s :

a )  A -  B -  B '  -  A *  =  A  O  B '

b )  ( A  U  B ) '  =  B '  n  A '

en  d o n d e  A '  y  B '  s o n  l o s  c o n j u n t o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d o  A  y  B r e s p e c  

t i v a m e n t e  y  ( A  u  B ) '  e s  e l  c o n j u n t o  c o m p l e m e n t a r i o  d e  A  u  B. 

s o L o c I o N = w u em m » - im i

a )  A ■ B •  |x / x t  A y x £  B} .  por d e f in ic ió n  de d i fe r e n c ia

■ Ix  / x 4  A' y x e  b'J , por d e f in ic ió n  de complementario

•  (x  / x €  B' y x 4 a ' ) ,  conmutatividad do y

-  B ' -  A1 , por d e f in ic ió n  de f i f e r e n c in

■ { x  / x €  B' y x i  A ' } . por d e f in ic ió n  de d i fe r e n c ia

■ I x / x e í 1 y x e  a } , por d e f in ic ió n  de complementario

-  ( x / x e  a y x e  b *} , conmutatividad de y

•  a n  b ' , d e f in ic ió n  de O

b ) Esta r e la c ió n  es en rea l idad  una de la s  leyes  de Morgan. Veamos su demos

t ra c ión .

(A  U B ) '  -  ( x  / x  Í  ( A U B ) )

- { x / x ^ A  y x $ B }

■ ( x  / x €  A’  y x €  B’ )

-  A ' n B '

 o o o O o o o -----

1 . 3 9  .  D e m o s t r a r  qu e  A  U B =  A u  C y  A  n  B *  A  O  C im p l i c a n

que D "  C (S F U C 7 1 V 1 M D  - 1976)

S O L U C I O N  :

Se t ienen  la s  s igu ien tes  igualdades :

B -  B n  (B  U A) .  propiedad s in p l i f i c a t i v a

•  B H ( C U A )  . p o r  h ip ó t e s i »

■  (B  n  c )  U  (B n  A )  ,  propiedad d is t r ib u t iv a

-  (B n  C) U  (C n  A )  . p o r  h ip ó tes is

• ( C n B ) U ( C f t A )  ,  propiedad conmutativa

■ C n  (B U  A )  ,  propiedad d is t r ib u t iv a

■ C n ( A U C )  . p o r  h ip ó tes is

■ C , propiedad s im p l i f i c a t i v a .

[Eiíti dtmo&Oiaiión u t d  tomtda d t i  t i b i o  AC-1 -  P^umcna p a i t t  * I - I )



1 . 4 0 .  S e  t i e n e  qu e  

(A  -  C) u  (C -  A) -  B

S O L U C I O N  :

( A  -  B )  u  ( B  -  A) D e m o s t r a r  q u e  

¡SELECTIVIDAD - 1976)

( a  -  c) u  ( c  - A)  - ( A  n  C) U  (C n  Á)

= ( A  n  ( ( A  -  r ) U  ( B  - A)) )  u  ( « A  - B )  u  ( B  -  A ) )  O  X)

I 1 I 

12 1

(A n  ( (A  n  B) u  (b n  X)» u  ( «a  n  b) u  (b n a ) )  n  X) | 3 I

- (A o  ( ( A  n  B> n  ( B  n  X») u ( « a  n  B ) n  X) u  ( b  n  X)n X ))  m

= (a  n  ( ( X  u  b) n  (b u  a» )  u  (  0 u  (b n  X ) )

-  ( ( a  n  (X u  b ) )  n  (b  u  a ) )  u  ( b  n  X)

- ( ( ( a  n  X) u  ( a  n  b ) )  n  ( b  u a ) )  u  ( b  n  X)

- ( (A  n  B) o  (B  u  A ) )  U  (B O X)

- ( « a  n  b )  n  b )  u « a  n  b )  n  a ) )  u  ( b  n  X)

- (a  n  b )  u  ( b  n  X)

- ( a  n  b) u  (X n  b)

- (a  u  X )  n  b

151

U 1  

171 

181 

I 9 | 

I 10 1 

I I I  I 

( 1 2 )  

( 1 3 )

donde,en l o s  pasos :

I 1 1 y ( 3 1 se  ha a p l i c a c ió n  l a  d e f i n i c i ó n  de -

í  2 1 , Be ha s u s t i tu id o  C por su v a lo r

( 6 1 y (  5 1 ,  se  ha a p l ic a d o  l a  l e y  de Morgan

I A 1 , | 7 1 , (  9 1 , (  121 se ha a p l ic a d o  la  prop iedad d i s t r i b u t i v a

( 6 1 ,  iden t idad

I 8 1 y  (  121 , l a  propiedad de conpleoen tac ión  

( 11 J , la  propiedad conmutativa.

I 10 1 , l a  prop iedad de id en t id a d  de l a  in t e s e c c ió n  con U y l a  prop iedad idem- 

po ten te .

( 5 j  , también s e  ha a p l ic a d o  l a  prop iedad idcmpotentc.

C-idfa comente :

C • A ¿  8 A -  C ■ A n  8 C - A - 8 - A



1 . 4 1 .  Se llama d i f e r e n c i a  s i m é t r i c a  d e  d o s  c o n j u n t o s  X e  Y ,  y

s e  d e s i g n a  p o r  X A  Y , a l  c o n j u n t o  c o n s t r u i d o  r>or a q u e l l o s  e l c -  

h e n t o s  qu e  p e r t e n e c e n  a  uno y  s o l o  un o  d e  l o s  c o n j u n t o s  X e  Y. 

D e m o s t r a r  q u e , p a r a  c u a l e s q u i e r a  q u e  s e a n  l o s  c o n j u n t o s  A ,B  y  C, 

s e  v e r i f i c a  q u e  :

A A  C C (A  A B) u  (B A  C)
(SELECTWPAP-1976)

S O L U C I O N  :

Consideremos la s  dos f igu ras  s igu ien tes  que representan mediante un diagrama 

de Venn lo s  conjuntos A A  C y (A A  B) U (B A C) :

A A C (A A 8} U (8  A C)

Es ev idente  que en e s tos  diagramas A A  C C (A  A  B) U (B A  C)

Veamos la  demostración lógicamente.

S i  x £  A A  C x £  A -  C o x 6  C -  A

»  x £  A y x  $  C o x G C y x $  A

De aquí se pueden obtener lo s  cuatro casos s igu ien tes  :

a) x €  A y x f  B x G A A B  ~  x E  ( A A  B)  u  ( B A  C)

b)  x £ A  y «  6  B => x €  B y x £  C

x G B A  C x €  ( A A  B)  U ( B A  C)

c)  x £ C  y x B «• x €  B A  C =» x E  ( A A  B)  U  ( B A  C)

d ) x G C y x € B  ■» x €  B y x $  A

■* x  G A A  B ■» x E  (A A  B) U (B A  C)

Loó cuaVio casos x considenan. te s  hemos 6e.ña(ado en la  Alguna I ,  con ta i  

te ín a s  a ,b ,c ,d .

NOTA :  Usté e j  e n e ld o  ¿ue pnopuesto en e l  mismo examen que e l  s ig u ie n te :

"Se lla m x  d is ta n d o  entne dos c o n ju n ta  X e V ,  y a  nepnesenta pon < í (X ,/ ) ,a f

númeno de e lem en to i de óu d lfien en d a  s lm ítn lca .V em os tn M  que paAa cua lesqu len ii 

que iea n  t o i  con ju n tos  A, 8 y C ó e  v e n i^ lca  que :

d (A .C ) <  d lA.B) * d íB .C I"

La derrostnadón d e l e jé t e te la  an ten ion  es la  baóe pana demos(non ís t e .

V íase la  dem ostnadón en 1 .4 6.



1 . 4 2  .  P r u é b e s e  s i  s e  c u m p le n  o  no  l a s  s i g u i e n t e s  i g u a l d a d e s :

a )  ( A  -  B) -  C =  (A  -  C ) -  (B  -  C )

b )  (A  -  B ) • =  A ' U  B

en  d o n d e  (A  -  B ) • e s  e l  c o n j u n t o  c o m p l e m e n t a r i o  d e  A  -  B ,  y 

A '  e s  e l  c o n j u n t o  c o m p l e m e n t a r i o  d e  A .

S O L U C I O N  :

a )  (A  -  C ) -  (B  -  C) ( a  n  c * )  -  ( b  n  C ' )

= (A n  C ' )  n  (B  O  c ' ) '

- ( A n o  n  ( B *  U C )

-  ( A n c ' n B ' ) U ( A n c ' n c )

-  ( a  n  c ' n  b ' )  u  0

-  a  n  C ' n  B'

-  ( a  n  b ' )  n  c '

-  (a  -  b )  -  c

b )  (A  -  B ) '  -  { x  / x i  (A -  B ) }

-  ( x  / x $  A o x G BÍ

-  ( x  / x €  A '  o  x G  B) -  A '  U  B

Otra demostración :

(A  -  B ) '  -  (A O  B ' ) '

- A '  U  ( B 1) '

-  A '  U  B

iSEtCCTIVIOAP -  1976

d e f in i c i ó n  de -  

d e f in i c i ó n  de -  

le y e s  de Morgan 

l e y  d i s t r i b u t i v a

l e y  a s o c ia t iv a  

d e f in i c i ó n  de -

por d e f in i c i ó n  de -  

por  l a s  l e y e s  de Morgan 

por  la  in vo lu c ión  de '

 o o o O o o o -----

1 . 4 3  .  D e m o s t r a r  u s a n d o  e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s  qu e

( A  n  B )  u  ( A  n  B )  u  ( Á  n  B )  u  ( á  n  b ) = u  

s i e n d o  U e l  c o n j u n t o  u n i v e r s a l .

S O L U C I O N  :

( A O B )  U ( a  n  B )  U  ( á  n  b )  u  ( a  n  b )  -

-  ( a  n ( B  u  B ) )  u  ( Á n  ( B  u  b )

- ( a n  o) u  (Á n  u)

A  U  Á

-  U

En e l  primer paso se ha a p l ic a d o  la  propiedad d i s t r i b u t i v a ,  en e l  segundo 

la  propiedad de complementación , en e l  t e r c e r o  e l  hecho de que X f i  U ■ X

para cu a lqu ier  conjunto X, y en e l  cuarto  la  misma propiedad de complementación

a n te r io r .



'ji4 4 .  D e m o s t r a r  l a s  l e y e s  d e  M o r g a n  a p l i c a n d o  l o s  a x i o m a s  d e l  

a l g e b r a  d e  c l a s e s .

S O L U C I O N  :

Sea U un con junto y  A y  B dos subconjuntos de U, entonces s e  t r a t a  de v e r  : 

i )  ( A  U  B ) '  -  A ' O  B '  

i i )  ( A  n  B ) '  -  A ' U B '

Demostración de i )

Para demostrar i )  hay que probar

a )  (A  U B) n  ( A '  O B ' )  -  0

b) ( A U B ) U  (A'  f l B ' )  = U

a)  ( A U B )  n  (A'  O B ' )  - ( A '  O B ' )  n  ( A  U  B)

- ( ( a 1 n  b ' )  n  A) u  ( (A '  n  b*) n  b)
-  <<b' n  a ' )  n  A) u  « a ' n  b ' )  n  b )
-  ( b ' n  (A '  n  A) )  u  (a ' n  ( b ' n  b ) )

- ( b ' n  0 )  u  ( a '  n  0 )

-  0  U  0

-  0

b) (A U B) u  (A'  n  B ' )  - ( (A  u  B) u  A ' )  n  ( (A  U  B) U B ’)
■ (<B U A) U  A ' )  O  ( (A  U  B) U  B*)

-  ( B U  ( (A  U  A ' )  n  (A U  (B  U  B ' ) )

• ( B  U  U) O (A U  U)
-  U u  u
-  u

Demostración de i i )

La demostrac ión de e s tá  segunda l e y  de Morgan se hace de una manera análoga. 

Basta cambiar U  por  n  ( p r i n c i p i o  de dua lidad  )

Se d e ja  como e j e r c i c i o .

- — o o o O o o o -----

1 . 4 5 .  D e m o s t r a r  a p l i c a n d o  l o s  a x i o m a s  d e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s  qu e

i )  U ' =  0

i i )  0 ’  =  U

S O L U C I O N  :

i )  U '  -  U ' n  U P o r  d u a l i d a d  :  i i )  0 '  = 0 '  U  0

- U O  U ' -  0  U  0 '



■f . 4 6 - S i m p l i f i c a r  u s a n d o  e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s  l a  s i g u i e n t e s  e x  

p r e s i ó n :

( { A  n  B )  n  C )  u  ( ( A  n  b)  n  C ' )  u  ( A '  n  b)

S O L U C I O N  :

( ( a n  b )  n  c )  u  ( ( a  n  b ) n  c ' )  u  ( a * n  b ) -

- ( ( a  n  b )  n  (c u  c ' ) )  u  ( a ' n  b )

- ( ( a  n  b )  n  u ) u  <a'  n  b )
-  ( a  n  b > u  (a '  n  b)

- <a u  a 1) n  b

- u n  b

p. d i s t r i b u t i v a  

p . de coraplementaciSn 

p . de U,elemento u n ive rsa l  

p . d i s t r i b u t i v a  

p . de conplementacián 

p .  de U.

 o o o O o o o -

1 . 4 7 .  S i m p l i f i c a r , u s a n d o  l a s  p r o p i e d a d e s  d e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s ,

l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n :

(A  n  (B  n  C * ) ' )  U  ( ( A '  U  B ' )  U  C ) '

S O L U C I O N  :

(A O ( B  n  C’ ) ' )  U  ( (A '  U B ' )  U C ) '  ■=

-  ( ( A  n  ( B  n  c ’ > ' )  u  ( ( a '  U B ' ) '  n C )

- (( a  n  (B n  c ' ) * )  u  ( ( a  n  b )  n  c ' )

• ( ( a  n  ( b  n  c ' ) ' )  u  ( a  n  ( b  n  c ' ) )
- a  n  ( ( b  n  C )  • u  ( b  n c ' ) )

- a  n  u
•  A

 o o o O o o o -----

1 . 4 8  .  S i m p l i f i c a r , u s a n d o  l a s  p r o p i e d a d e s  d e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s ,  

l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n :

( A  n  ( A '  U  B ) )  U  (B  n  (B  u  C ) )  u  B 

s i e n d o  A , B  y  C s u b c o n j u n t o s  d e  U.

S O L U C I O N  :

l e y  de Morgan 

l e y  de Morgan 

p. a s o c ia t i v a  

p. d i s t r i b u t i v a  

p. de complcmentación

(A n  (A' U  B)> U  (B n  (B UC)) U  B

- ((A n  A') U  (A n  B)) U  (B n  (B U  C)) u  B 

= 0 U  (A O  B) U  (B n  (B U  O )  U  B

» (A n  B) U  (B n  (B U  O )  U  B

= (A n B) U B U B

- (A n  B) U  B

p .d i s t r ib u t i v a

p. de compleraentacifin

p. de 0

p. s im p l i f i c a t i v a  

p . idempotente 

p . s im p l i f i c a t i v a



1 . 4 9 .  D e m o s t r a r  u sa n do  e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s  q u e  :

i )  a  n  c  = 0  -  A n ( B U c ) = A n B

2» A H B  - 0 »  A  =  c  -  B

A U  B =  C )

3 )  A  n  (B  -  C )  =  (A  n  B ) -  c

4 )  ( A  U B ) -  C *  (A  -  C )  U  (B  -  C)

S O L U C I O N  :

1) A o  (B  U c)  -  (A n  B) U (A  O C) por U  propiedad d is t r ib u t iv a ,

-  A O B por s e r  A H c -  0

2) C -  B "  C n  B ' por d e f in ic ió n  -

-  (A  u  B) n  B ' por s e r  C -  A U  B

-  (A  n  B ' )  U (B O B ' )  por la  propiedad d is t r ib u t iv a

- A U 0  ya que A  O B = 0 -  A O B ' - A

3)  A n ( B - C )  ■ A n ( B n C )  por d e f in ic ió n  de B -  C

-  (A  n  B) n c '  por la  propiedad a s o c ia t iv a  de

-  (A  n  B) -  C por d e f in ic ió n  de -

4) (A U B) -  C ■  (A  u  B) O C ' por d e f in ic ió n  de -

-  (A  n c ' )  U (B  n o  por la  propiedad d is t r ib u t iv a

= (A  -  C) U (B -  C) por d e f in ic ió n  de -

 o o o O o o o -----

1 . 5 0 .  Sean  A .B  y  C t r e s  s u b o n ju n t o s  d e l  c o n j u n t o  U qu e  v e r i f i  

c a n  l a s  s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s :

A C B  ,  B C C  y  C C  A 

D e m o s t r a r  qu e  A  =  B  =  C 

S O L U C I O N  :

a )  Por la  propiedad t r a n s i t i v a  se  t ien e  :

A C B  y B C C - A C C )  A _ c p . an c is iné t r i c a .

Por h ip ó te s is  C C A )

b )  Por la  propiedad t r a n s i t i v a  se  t ien e :

B C C  y  C C A  •  B C A  j  _  A _ fl p a n l i s i mg t r i ca

Por h ip ó te s is  A C B )

c )  Por la  propiedad t r a n s i t i v a  de la  igualdad de conjuntos de a )  y b )  resul

ca- A ■ B -  C



1 . 5 1 .  Se d e f i n e  l a  s i g u i e n t e  o p e r a c i ó n  e n t r e  c l a s e s  :

A ♦  B  -  ( A -  B)  U  ( B  -  A)

D e m o s t r a r  u san d o  e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s  q u e  :

1) A  ♦ B  -  B  + A

2) a  n  ( B  + c )  -  ( a  n  B )  ♦ ( A n c )

3 )  (A  ♦ B )  • -  (A  n  B )  u  (A*  n  B ' )
4)  A  ♦  ( B  ♦  C)  -  ( A ♦  B )  ♦  C

5)  A  ♦  A  =  0

6)  A  ♦  0  =  A

S O L U C I O N  :

1) A ♦ B  -  (A -  B) U  <B - A) - ( B  -  A) U  (A - B) - B + A

2) (A n  B) + (A n  c )  -  ( ( A  n  B )  -  (A  n  c>> u  ( ( a  n  c )  - (a  n  b»
- ( ( A  n  B) n  ( a  n c ) ' )  u  ( ( a  n c )  n  ( a  n  b ) ' )

-  ( ( a  n  B)  n  (A* u  c ’ )  u  ( ( A  n c ) n  ( a * u  b *) )

-  ( a  n  b  n  c * )  u  ( a  n  c  n  b ’ )
-  a  n  ( ( B  n C )  u  ( c  n  b ' »

- a  n  ( ( B  -  O  u  (c - B ) )  -  a  n  (b + o

3) (A + B ) '  -  ( (A  -  B) u  ( B  -  A ) ) ’

- ( (A  n  B ' )  u  ( B  n  A ' ) ) '
- (A n B ' ) ’ n  ( B  n A ' ) '

- (A* u  B )  n  <B'  u  A)

- ( a '  n  B* )  u  (A n B )

* )  A ♦ ( B  + C)  • ( A  • ( B  ♦ O )  U  ( ( A  + o  -  A)
- (A n  ( B  ♦ O ' )  u  « b  + O  n  A ' )

- (A n  < ( B ' n  c ' )  u  ( B  n o »  u  ( (< b  n c ’ ) u  ( c  n  b ' ) )  n  a ' )
- (A n  b '  n  O  u  (A n  b  n  c )  u  ( b  n  c '  n  a ' )  u  <c  n  b '  n  a ' )
- ( « a  n  b ’ ) u  ( b  n  a * ) )  n  c ’ )  u  (c n  ( ( a  n  b)  u  ( a ’ n  b ’ ) ) )

- ( ( ( A  -  B )  U  (B  - A ) )  n  O  u  ( c  n  (A  n  B )  u  ( a ‘ n  b ’ ) ) )
-  ( ( a  ♦ b ) n c ’ )  u  ( c  n  ( a  ♦ b ) ' )

- ( ( A  ♦ B )  -  o U  ( C -  (A  ♦ B »
-  (A  ♦ B )  ♦ C

5) A + A = (A - A) U  (A -  A) -  (A  n  A ’ )  U  (A '  n  A) - 0 U  0 - 0

6)  A + 0 «* (A  - 0)  U  (0 - A) - (A  n  0 ’ )  U  (0 n  A ’ )  - A U  0 -  A

N0TA : La o p e ra c ió n  Aunu M  aquÁ d e f in id a  &e  b ó rto o U z a  tamb¿t.n pon A ,  y 

&e & uele  ttam xn entonceA  d i f e r e n c i a  s im é t r i c a



I .  o z .  U sa n do  e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s ,  d e m o s t r a r  q u e  :

1)  A  +  B ■  0  •  A  =  B

2 ) A U C - B U C  “ A +  B C C

3)  ( A U  C)  ♦  ( B U  C)  =  ( A ♦  B)  -  C

« '  A C B  | -  A - B - C
C  »  B -  A l

VOTA: Kqui * U tn e  t i  ü Q n i^ ica d o  de A ,d iie \ e n c ia  i im íV U c a .  

S O L U C I O N  :

A + B ■ 0 ,  entonces (A -  B) U  (B - A) ■ 0. De aquí se  s igue

(A -  B) U  (B  -  A) -  0 «• A -  B •  0 y B -  A -  0

•• A n  B* ■ 0 y B O  A '  •  0

- A C B  y B C  A

• A -  B

F.l r ec íp roco  en inmediato.

2) S i  A U t  ■ B U C  ,  entonces

(A + B) u  c ■ (A n  B ') u  (B n A1) u  c
- ( A H  B ' )  U  « B  U  C) H  (A'  U C ) )

- (A n  B ' )  u ( (A  u C) n  (A- U C ) )
• (A H B ' )  U C

- (A U C )  n (B* U C )

-  (B U C )  n  <b '  U C )

■ (B n  B ’ )  u  c

- c
El rec íp roco  es  inmediato.

3) (A U C )  ♦ (B U C )  - ( (A U C )  O <B U C ) ’ )  U  « B  U  C) O (A U C ) ' )

- ((A u c ) n  ( B ’n  c ' ) )  u ( ( b u c ) n  (a ' n  c ' ) )
- (A n  b ' n c ' )  u  (B n  a '  n c ' )

- ( ( A n  b ' )  u  ( b  h a * ) )  n c '
- (A + B) n c*
■ (A ♦ B) - C

4) S i  C ■ B - A -  C - B n A *

C'  - A u  B'  
luego , B -  C ■ B n  C'

- B H  (A U  B ' )

■ (B n A) u (B n B' )
-  b  n  a

■ A , pues A C  B.



1 . 5 3 .  L o s  o b r e r o s  d e  una f á b r i c a  e s t á n  c l a s i f i c a d o s  p o r  

a )  su  e s t a d o  c i v i l  ( s o l t e r o s  o  c a s a d o s )

b )  n a c i o n a l i d a d  ( e s p a ñ o l e s  o  e x t r a n j e r o s )

c )  r a z a  (b la n c o s  o  n e g r o s )  . 

Un i n v e s t i g a d o r  a v e r i g u a  q u e  un i n d i v i d u o  X q u e  e s t á  b u s c a n d o  e s  

" s o l t e r o  o  no  e s p a ñ o l  b l a n c o " .  

O t r o  i n v e s t i g a d o r  a v e r i g u a  q u e  e s e  m ism o  i n d i v i d u o  e s  " o  s o l t e r o  o  

e x t r a n j e r o  o  n e g r o " .  

¿ C u á l  d e  l o s  d o s  i n v e s t i g a d o r e s  da  m ás i n f o r m a c i ó n  d e  X ? .  

S O L U C I O N  :

S i  desígnanos por A *  ( s o l t e r o s )  »  A '  ■ (casados )

B ■ ( e s p a ñ o le s )  -> B ' = ( e x t r a n j e r o s )

C = (b la n c o s )  =» C ’ ■ (n e g ro s )

a )  E l primer in v e s t ig a d o r  d ic e :

" s o l t e r o  o no español b lanco "  ~  A U  (B O  C ) '  -  A U  B ' U  C'

b )  E l segundo in v e s t ig a d o r  d i c e  :

" o  s o l t e r o  o e x t r a n je r o  o  neg ro "  <—» A U  B ' U  C'

De a )  y b) s e  deduce que l o s  dos in v e s t ig a d o r e s  d ic en  l o  mismo de X.

 oooOooo----

1 . 5 4  .  D e m o s t r a r  a p l i c a n d o  l o s  a x i o m a s  d e l  á l g e b r a  d e  c l a s e s  

q u e  s e  v e r i f i c a n  l a s  r e l a c i o n e s  s i g u i e n t e s :

a )  A  a  (A  O B ) U  (A  -  B)

b )  A  -  ( B U C )  =  ( A - B )  O ( A - C )

S O L U C I O N  :

a )  (A H  B) U  (A  -  B ) ■ (A  n  B) U  (A  n  B' )  ,  por  d e f in c ió n  de A-B

-  A O (B U  B1)  ,  prop iedad d i s t r i b u t i v a

"  A , d e f i n i c i ó n  de complenenta-
c ión .

■ A , propiedad de U.

b )  (A -  B) n  (A  -  C ) -  (A  O B ' )  n  (A  n  c ' )  , por  d e f i n i c i ó n  de A-B

=  A n  (B '  n c ' )  ,  prop iedad a s o c ia t i v a

■ A n ( B  U C ) '  ,  l e y  de Morgan

a A -  (B  U C) ,  d e f i n i c i ó n  de -

 o o o O o o o -----



ALGEBRA
DE

PROPOSICIONES
en eZ que óg duanAottan Za& ¿ZgiUente* m x íe / tú w :

1. PROPOSICIONES

2. VALOR LOGICO DE UNA PROPOSICION

3. IMPLICACION LOGICA

4. EQUIVALENCIA LOGICA

5. DISYUNCION

6. CONJUNCION

7. TABLAS DE VERDAD

8. INFERENCIA LOGICA

9. RAZONAMIENTOS VALIDOS



2 . 1 .  P o n e r  10 e j e m p l o s  d e  p r o p o s i c i o n e s .
[ JK V - U - D

S O L U C I O N  :

1) Madrid es  l a  c a p i t a l  de España

2 ) P a r ís  es  l a  c a p i t a l  de I t a l i a

3) La Luna es una b o la  de queso

4 )  Un t r iá n g u lo  t i e n e  t r e s  lados

5 )  Los d ías  de la  semana son s i e t e

6 )  Los peces son animales mamíferos

7) Los gatos  pardos vuelan durante la  noche

8) En e l  Po lo  Norte  la  n ie v e  es  negra

9) E l hombre e s  un animal rac iona l

10) E l Manzanares es  un r í o  que pasa por Madrid

 o o o O o o o -----

2 . 2 .  C a l c u l a r  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  v a l o r  l ó g i c o  d e  l a s  p r o p o s i 

c i o n e s  d e l  e j e r c i c i o  a n t e r i o r .  (JRV-IZ-2) 

S O L U C I O N  :

a )  Las propos ic iones  1 ) , 4 ) , 5 ) , 9 ) , 1 0 )  son propos ic iones  c i e r t a s ,  y por tan to ,  

su v a lo r  ló g ic o  es  V o  1.

b )  Las propos ic iones  2 ) , 3 ) , 6 ) , 7 ) , 8 )  son propos ic iones  fa l s a s  , y por tan to ,  

su v a l o r  ló g ic o  es  F o 0 .

 o o o O o o o -----

2 . 3 .  De l a s  s i g u i e n t e s  f r a s e s  d e c i r  c u á l e s  s o n  p r o p o s i c i o n e s  

y  su v a l o r  l ó g i c o  :

a )  T o d o s  l o s  g a t o s  s o n  n e g r o s

b )  E s t e  a ñ o  a p r o b a r é  M a t e m á t i c a s  d e  C .O .U

c )  ¿Qué t a l  e s t á s ?

d )  P i r r i e s  e s t u d i a n t e  d e  C .O .U .

e )  S i  l l u e v e  l a s  c a l l e s  s e  m ojan

f )  E l  Q u i j o t e  f u e  e s c r i t o  p o r  C e r v a n t e s .

S O L U C I O N  :

Son propos ic iones  : a )  ,  d )  ,  e )  , f )

No son propos ic iones  : b ) ,  c )

El v a l o r  ló g ic o  de a )  ,  e )  ,  f )  es  1 ,  es  d e c i r ,  verdadero.

El v a l o r  ló g ic o  de d )  es  0  , es  d e c i r  ,  f a l s o .



2 .  4 .  D a d a s  l a s  p r o p o s i c i o n e s  p  :  " J u a n  e s  e s t u d i a n t e  "  , y

q  :  " P e d r o  e s  m ú s i c o "  , 

e x p r e s a r  s i m b ó l i c a m e n t e  l a s  p r o p o s i c i o n e s  s i g u i e n t e s  en  f u n c i ó n  

d e  P # ^  y  l ° s  c o n e c t i v o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  :

a )  J u a n  e s  e s t u d i a n t e  y  P e d r o  e s  m ú s ic o

b )  P e d r o  n o  e s  m ú s i c o .

c )  S i  P e d r o  e s  m ú s i c o  e n t o n c e s  J u a n  e s  e s t u d i a n t e

d )  N i  J u a n  e s  e s t u d i a n t e  n i  P e d r o  e s  m ú s ic o

e )  T a n  c i e r t o  e s  q u e  P e d r o  e s  m ú s i c o  com o  q u e  J u a n  e s  e s t u d i a n t e .  

S O L U C I O N  :

» )  p a  q

b )  q

c )  q -* P

d )  Esta p ro p os ic ión  se pude expresar  a s í  :

"Juan no es es tu d ian te  y  Pedro no  e s  músico"

Se t i e n e  por tan to ,

P A  q

e )  Esta p ro p o s ic ió n  s e  puede exp resa r  a s í  :

"Ped ro  es músico s i  y s o l o  s i  Juan es e s tu d ian te "

Se t i e n e  por  tan to ,

P *—  q

 o o o O o o o -----

2 .  5 -  D a d a s  l a s  p r o p o s i c i o n e s  p , q , r , s  t a l e s  q u e  p  y  q  s o n  v e r 

d a d e r a s  y  r  y  s  f a l s a s ,  c a l c u l a r  e l  v a l o r  l ó g i c o  d e  l a s  s i g u i e n t e s

p r o p o s i c i o n e s  :

a )  p  v  r '

b )  ( P  A  <!• -  r

c )  ( r  y  s )  - * q

d )  p  * - *  r

S O L U C I O N  :

a )  V (p  V  * ' )  "  * V  1 -  l

b )  V ( ( p  A  q) -*  r )  -  (1 A  1) -* 0  -  1 - * 0  - 0

c )  V ( ( r  V  s )  -* q) *  ( O V O )  -*■ 1 - 0 -* I - l

d)  V( p * - »  r )  = 1 « - *  0  -  0



2 .  6 -  D e m o s t ra r  q u e  :

a )  p -  P

b )  ( (p  -* q )  A  ( q  -♦ p ) )  -* ( p  «—* q )

c )  ( ( p  -* q )  A  ( q  -► r ) )  ^  ( p  -► r )
( JRV-Tf-6)

S 0  L  U ( :  i  *3 M

a )  p — P

1 i 1

0 i 0

b)

c )

« P - 9> A <q - P » - (p •—* q)

1 1 1 1 l 1 1 1 1 l »

1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 o

0 l l 0 l 0 0 1 0 0 i

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

? t 3 4 5 6 1 t 9 10 I I

donde ,

de l a s  columnas 1 y  3 r e s u l t a  2 ,  5 y 7 r e s u l t a  6 , de  9  y  I I  la  10

de l a s  columnas 2 y  6 r e s u l t a  l a  4

y do l a s  columnas 4 y 10 se o b t i e n e  f in a lm en te  la  8

« p q) A (q -* r ) ) •» <P 1 -
r )

1 1 i 1 i 1 1 1 1 1 1

1 1 i 0 i 0 0 1 1 0 0

l 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0

0 1 1 i i 1 l l 0 1 1

0 l 1 0 i 0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 2 3 4 5 6 7 S 9 10 11

donde e l  c á l c u lo  de l a s  s u ce s iv a s  columnas se hace de la  misma manera 

que en e l  apartado a n t e r i o r .

N O T A  :  O b ó é A v e A e  que la *  in p l ic a c io n e A  ló g i c a *  de a )  y  b ) to n  ta rb iln  

e q u iv a le n c ia *  ló g ic a * .

No Aucede l o  miAmo en  c ) .



2.71 P r o b a r  s i  ( p  A  p ' J '  e s  una t a u t o l o g í a  

S O L D C  I O M  : I J W M M O »

Una p ropos ic ión  es una ta u to lo g ía  cuando siempre toma e l  v a l o r  verdadero.

p p ' p A p ' ( p A p ' ) '

1 0 0 1

0 1 0 1

por tan to ,  la  expres ión  dada es una ta u to lo g ía  ya que toma siempre e l  v a lo r  

verdadero.

 o o o O o o o -----

2 . 8 . D e m o s t r a r  q u e  p  •  ( q  -  p )

S 0  L  0  C: i  o N :

P ■* ( q -* P )

1 i I 1 1

1 i 0 1 1

0 1 1 0 0

0 l 0 1 0

p u e s t o  qu e  l a  columna de resu ltado

es una " im p l ica c ió n  l ó g i c a "

 o o o O o o o -----

2 .9 . E x p r e s i ó n  v e r b a l  d e  l a s  s i g u i e n t e s  t a b l a s  d e  v e r d a d  :

a b a y  b  a b a  A  b

1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0

S  O  L  O C I  O
ISELECJIVIVAV - ¡976)

a )  La primera ta b la  nos d ic e  ;

"La disyunción a y  b de dos propos ic iones  a y b ca verdadera cuando cb ver 

dadera a l  menos una do l a s  p ropos ic iones ;  en caso c on tra r io  e s  f a l s a " .

b )  Las segunda ta b la  nos d i c e  :

"La conjunción a/\ b de dos p ropos ic ion es  a y b e s  verdadera cuando son 

verdaderas ambas p ropos ic iones ;  en caso c o n t r a r io  e s  f a l s a " .



2 - " 1  O - C o n s t r u i r  l a  t a b l a  d e  v e r d a d  p a r a  l a  p r o p i e d a d  a s o c i a t i 

v a  d e  l a  d i s y u n c i ó n  y  d e  l a  c o n j u n c i ó n  d e  p r o p o s i c i o n e s .

( J I f - I I - M J
S O L U C I O N

p V <q V r ) — (P V q) V r

1 i i 1 1 1 l 1 i 1 1

1 i i 1 0 1 1 1 i 1 0

1 i o 1 1 1 l 1 0 1 1

1 i 0 0 1 1 1 0 1 0

0 i i 1 1 1 0 1 1 1 1
0 i i 1 0 1 0 1 1 1 0
0 i 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 t 5 4 5 6 7 1 9 10 I I

b)

donde,

de l a s  columnas 3 y  5 s e  o b t i e n e  l a  A ,  de  l a s  columnas 7 y  9  l a  8

de l a s  c o lu a n a »  l  y A s e  o b t i e n e  l a  2 (p r im e r  a ie a b r o )

de l a s  columnas 8 y  11 se  o b t i e n e  l a  10 (segundo a ie a b r o )

de l a »  columnas 2 y  10 r e s u l t a  f in a lm e n te  l a  columna de r e s u l t a d o s  6.

Se t r a t a , p o r  tn n to .d e  una e q u iv a l e n c ia  l ó g i c a .

p A (q A r ) (p A q) A
r

1 l i 1 1 1 l l 1 1 1

1 0 i 0 0 1 1 1 1 0 0

1 0 0 0 1 1 I 0 0 0 I

1 0 0 0 0 1 l 0 0 0 0

0 0 l 1 l 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

I 10 I I

E l c á l c u l o  de l a s  s u c e s iv a s  columnas s e  hace i g u a l  que e l  ap a r tad o  an te

a ) .  N ó tese  que i o s  d a to s ,  columnas d a to s ,s o n  1 ,3 ,5 ,7 ,9 ,1 1 .

 o o o O o o o -----



2 . 11. D e m o s t r a r  l a s  p r o p i e d a d e s  i d e m p o t e n t e s  :

a) P v p  «~» P

b) P A P <=» P tJRV

S 0 L  U C I  10 N »

a) (P V P) P b )  ( P A p) ~ P

1 1 1 1 1 l l 1 1 1

0 0 0 1 0 1 0 1 1 0

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

donde ,

de l a s  columnas 1 y 3 se  ob t ien e  la  columna 2 ,  y

de la s  columnas 2 y  5 se  ob t iene  la  columna de resu ltados

 o o o O o o o -----

2.12 - D e m o s t r a r  l a s  l e y e s  s í m p l í f i c a t i v a s  :

a )  ( p  v  q )  A  p  p

b )  ( p  A  q )  V  p  —  p

S O L U C I O N  :

IJIW - U - t )

(P V q) A P P (P A q) V P P

1 1 i 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1

l l 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 0 0 0 i 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

donde ,

de l a s  columnas 1 y 3 r e su l ta  la columna 2

de la s  columnas 2 y  5 r e su l ta  la  columna 4

de l a s  columnas 4 y  7 (nó tese  que son ig u a le s )  se  ob t iene  f inalmente la  co

lumna 6.

Por tan to ,  la s  leyes  dadas son equ iva lenc ias  ló g ic a s .

NOTA : En  e l  c a p i t u lo  ¿ ¿ g u íe n te  vexemoó una d e f in i c ió n  a b ¿ t x a c ta  d e l  A lg e b ra

de  BOOLE. A d m it ie n d o  lo ¿  a x io m u  d e l  A lg e b ra  de B o o íe  la ¿  d e rá¿  pxo-

p ie d a d e ¿  ¿ e  pueden dem oótxax ¿ in  n e c e s id a d  d e  x e c u x x ix  a  la ¿  ta b la ¿  

t a l  como ¿ e  ha hecho en a lg u n o ¿  e j e x c ic io á  d e l  c a p i t u lo  I.

La¿ le y e ¿  id em po ten te ¿  u ¿ im p t i f i c a t io a ¿  ¿exán  te o x e m u  en e l  A lg e b ra  

d e  B o o le .



a) P  V  (q  A  r ) (P  V  <l) A  Í P V  r >
b )  P  A  (q  V  r )  <=» (p  A  q ) V  (P  A  r >

( J K V - I I - 7 )
S O L U C I O N  :

J L . 1 * 3 .  D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s  l e y e s  d i s t r i b u t i v a s  :

a )  p V (q A r ) (P V q) A (p V r )

1 1 i 1 1 l 1 1 i 1 1 1 1

1 1 i 0 0 1 1 1 i 1 1 1 0

1 1 0 0 1 1 1 1 0 l l 1 1

1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0

0 1 1 1 l 1 0 i l 1 0 1 l

0 0  . 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 l

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 3 4 5 6 7 i 9 10 11 12 13

donde ,

d e  l a s  c o l i m a s  3 y  5 s e  o b t i e n e  4  , de  l a s  7 y  9  s e  o b t i e n e  8  y de 

l a s  co lum nas  11  y  13 s e  o b t i e n e  12.

de l a s  co lum nas  1 y  4  r e s u l t a  2 ( p r im e r  m iembro)

de l a s  colum nas 8  y  12 r e s u l t a  10 (s e g u n d o  m iem bro )

de l a s  co lum nas  2 y  10 s e  o b t i e n e  f i n a lm e n t e  l a  columna d e  r e s u l t a d o s  6

P A (q V r ) (p A q) V (p A r )

l 1 i 1 1 1 l 1 i 1 1 1 1

1 1 i 1 0 l 1 1 i 1 1 0 ' 0

1 1 0 1 l 1 1 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0

0 0 I 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 I 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13

L a  o b t e n c i ó n  de l a s  s u c e s i v a s  colum nas , a  p a r t i r  d e  l a s  co lum nas  d a t o s  

d e  1 , 3 , 5 , 7 , 9 , 1 1 , 1 3  ,  s e  r e a l i z a  d e  una manera a n á lo g a  a l  a p a r ta d o  a ) .

 o o o O o o o ------



2 . 1 4 .  D e m o s t r a r  q u e  p  «  ( p  V  q )  e s  una t a u t o l o g í a .  

S O L O C I O N  :

Una propos ic ión  e s  una ta u to lo g ía  cuando siempre tona e l  v a lo r  verdadero.

(P V q)

por  tan to ,  la  expres ión dada es una ta u to lo g ía  puesto que para cua lqu ier  v a lo r  

de p y q e s  siempre c i e r t a .

 o o o O o o o -----

2 . 1  5 .  D e m o s t r a r  q u e  |p A  q )  “  p  e s  una t a u t o l o g í a .
I J R I M M 3 I

S O L O C I O N

Una propos ic ión  es  una ta u to lo g ía  cuando s ien p re  toma e l  v a l o r  verdadero. 

Veamos cuál es  la  ta b la  de verdad de e s ta  expres ión  :

por  tan to ,  la  fórmula dada e s  una ta u to lo g ía  puesto que para cu a lqu ier  v a lo r  de 

p y q es  siempre c i e r t a .

 o o o O o o o -----

2 . 1 6  • D e m o s t r a r  qu e  ( p ‘ )  * *” * p 

S O L O C I O N  :

La  ta b la  de verdad es la  s igu ien te  :

(P 1)

1
0

i ? ' ) '  ~  P

1

1

( J R V - I I - 5

lu ego ,  la  r e la c ió n  dada es c i e r t a .



2 . 1 7 .  D e t e r m i n a r  s i  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n  

( p  A  q )  -  ( p  A  q )  

e s  o  n o  una i m p l i c a c i ó n  l ó g i c a .

S O L D C I O N  :

Una i m p l i c a c i ó n  l ó g i c a  e s  una p r o p o s i c i ó n  c o n d i c i o n a l  q u e  e s  una t a u t o l o g í a .  

Veamos c u á l  e s  l a  t a b l a  d e  v e rd a d  d e  e s t a  p r o p o s i c i ó n :

p q p q p A  q p a  q p  a  q ( P A  q)  “*  <P A  q

1 i 0 o i 0 i 1

1 0 0 i 0 0 i 1

0 i 1 0 0 0 i 1

0 0 1 1 0 i 0 1

Según s e  v e  en  l a  co lumna c o r r e s p o n d i e n t e  a l  v a l o r  l ó g i c o  d e  l a  p r o p o s i c i ó n  

s e  t r a t a  d e  una t a u t o l o g í a .

P o r  t a n t o ,  l a  e x p r e s i ó n  dada  e s  una i m p l i c a c i ó n  l ó g i c a  y  s e  puede  e s c r i b i r  a s í :

( P A  <l> •  ( P A  ^

 0 0 0 O 0 0 0 ----------

2 - 1  8 - D e t e r m i n a r  s i  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n  

( p  -*  q )  * _ *  ( q  -*  p )  

e s  o  n o  u n a  e q u i v a l e n c i a  l ó g i c a .

S O L D C I O N  :

Una e q u i v a l e n c i a  l ó g i c a  e s  una p r o p o s i c i ó n  b i c o n d i c i o n a l  que  e s  una t a u t o l o g í a .  

Veamos c u á l  e s  l a  t a b l a  de v e r d a d  d e  e s t a  p r o p o s i c i ó n :

P q p q p -* q q -  p ( p _»  q )  4—  ( q  p)

1 i 0 0 0 0 1

1 0 0 i 1 i 1

0 i i 0 1 i 1

0 o i i 1 i 1

Según s e  v e  en  l a  co lumna c o r r e s p o n d i e n t e  a l  v a l o r  l ó g i c o  d e  l a  p r o p o s i c i ó n  

d a d a ,  s e  t r a t a  d e  una t a u t o l o g í a .

P o r  t a n t o ,  e s t a  e x p r e s i ó n  e s  una e q u i v a l e n c i a  l ó g i c a  y  s e  puede  e s c r i b i r  a s í :

( p  - •  q )  *“ *  ( q  -* p )



9 .  D e m o s t r a r  q u e  l a s  p r o p o s i c i o n e s

P V  q  Y  P  A  q

s o n  e q u i v a l e n t e s .

S O L U C I O N  :

Se t r a c a  de demostrar que : p V  q P A  í  I L W  MORGAN)

(p V q ) — <- p A -

1 1 i 1 0 1 0 0

1 1 0 1 0 1 0 l

0 1 i 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 1 1

1 2  1 4  5 6 7 í  9 10

miembro de la  e q u iv a le n c ia .

3 )  N egac ión  de l a  columna 7 es  l a  columna 6 , 

n egac ión  de la  columna 10 e s  l a  columna 9

4 )  De l a s  columnas 6 y 9 r e s u l t a  la  columna 8 que e s  e l  r e s u l t a d o  d e l  segundo 

miembro.

5 )  De l a s  columnas I y  8  s e  o b t i e n e  l a  columna 5 , l o  que nos d i c e  que l a s  

p ro p o s ic io n e s  dadas son e q u iv a l e n t e s .

 o o o O o o o -----

. D e m o s t r a r  q u e  ( p  a  q>  —  ( p  V  q> 

S O L U C I O N  :

La t a b la  de verdad  e s  la  s i g u i e n t e  :

0  1 1 1 1  0  1 0  0

( P A  q)  «=> ( -  P V L
e
v

1 1 0  0 o 1 o 

0  1 

I  o

v
E

1 0  0  1 1  1 0 M
0
R
0
A
M

0 0 0  1 1 0  1

2 3 4 5 6 7 i  9 10

Los d a to s  v ie n e n  dados en la s  columnas 2 ,4 ,7 ,1 0



2 .21. S i m p l i f i c a r  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n  :

( p  -* q )  v  ( p  a  q )
[SELECTIV1VA0 -Í976)

S O L U C I O N  :

Primer Método :

Haremos uso de la s  tab la s  de verdad

p 9 p 9 P  -*  9 p  -»q P  A  9 ( p  -* q )  V  (P  A  9)

1 1 0 0 1 0 1 1

1 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0 0 0

l

De e s t a  t a b l a  s e  deduce que  :  ( p  -* q )  V  ( p  A  q )  q

Segundo Método :

(p  -• q )  V  ( p  A  q )  •-* Cp V  q )  V  (p  A  q)

*■* (p  A  q )  V  (p  A  q)

-  (p  V  p )  A  q

« T A q

ya que a -* b « - •  a V  b 

le y  de Morgan 

l e y  d i s t r i b u t i v a  

T  ta u to lo g ía  , T  ■ p V  P 

iden t idad

 o o o O o o o -----

2.22  •  F o rm a r  l a  t a b l a  d e  v e r d a d  d e  l a  p r o p o s i c i ó n  p A  q A  r  

y  d e  su  n e g a c i ó n .  \SELECTJVWW -I975J

S O L U C I O N  :

Las tab la s  de verdad de l a  p ropos ic ión  dada y de su negación son la s  s igu ien tes :

p 9 r P A  9 (p  A  q )  A  r ( p  A  q )  A  r

1 1 1 1 1 0

1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 0 1

1 0 0 0 0 1

0 1 1 0 0 1

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 l

0 0 0 0 0 1



2.23 D e m o s t r a r  si  la  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n

( p  A  q )  -*  ( ( p  V  q )  V  q )

e s  una t a u t o l o g í a  ,  una c o n t r a d i c c i ó n  o  una e x p r e s i ó n  i n d e t e r m i n a 

d a .  H á g a s e  l a  t a b l a  c o r r e s p o n d i e n t e .

S O L O C I O M  :

La t a b la  de verdad es l a  s ig u ien te  :

es  la  columna de l o s  r e s u l t a -

donde,

la s  columnas 1 ,3 ,5 ,7 ,9  son lo s  datos,  

de l a s  columnas 1 y 3 r e su l ta  l a  columna 2,

de l a s  columnas 5 y 7 r e su l ta  l a  columna 6,

de l a s  columnas 6 y 9 r e su l ta  l a  columna 8

de l a s  columnas 2 y 8 r e su l ta  l a  columna 4 ,  que

dos.

Como todos lo s  v a lo r e s  de l a  columna 4 son l  , s e  t i e n e  que la  expres ión  dada 

es una ta u to lo g ía

 o o o O o o o -----

2 . 2 4 .  D e t e r m i n a r  s i  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n  

( ( p  -*  q )  A p i  —* q  

e s  una t a u t o l o g í a , u n a  c o n t r a d i c c i ó n  o  una e x p r e s i ó n  i n d e t e r m i n a d a .  

S O L U C I O N  :

La expres ión  dada puede tomar v a lo re s  verdaderos o  f a l s o s  según lo s  v a lo re s  

que toman la s  p ropos ic ion es  p y q ,  por  tan to ,  se  t r a t a  de una expresión inde

terminada.



.  D e t e r m i n a r  s i  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n  

" ( p  A  q )  A  ( P  V  q ) "  

e s  u n a  t a u t o l o g í a ,  una c o n t r a d i c c i ó n  o  una e x p r e s i ó n  i n d e t e r m i n a d a .

S O L U C I O N  :

Para v e r  s i  s e  t r a t a  de una t a u t o l o g í a ,  de una c o n t r a d i c c ió n  o  de una exp res ión  

indeterm inada, ha llarem os  l a  t a b la  de verdad  o  fa l s e d a d :

La p ro p o s ic ió n  dada e s  una c o n t r a d ic c ió n  pu es to  que s iem pre  e s  f a l s a  sea  cual 

fu e r e  e l  v a l o r  de p y q.

 0 0 0 O0 0 0 ------

.  L a  p r o p o s i c i ó n  " N i  p  n i  q "  s e  l l a m a  e n  á l g e b r a  d e  p r o p o 

s i c i o n e s  " l a  n e g a c i ó n  c o n j u n t a " . H a l l a r  l a  t a b l a  d e  v e r d a d  s a b i e n d o  

q u e  v i e n e  d e f i n i d a  a s í  :

p  *  q  «= , p  v  q  [ 1 J

s i e n d o  * e l  s í m b o l o  d e  l a  n e g a c i ó n  c o n j u n t a .

S O L U C I O N  :

La t a b la  de verdad  de ( l )  v i e n e  d e f in id a  por :

p <1 P V  q p \ q <=» p  V  q

1 1 l 0

I 0 1 0

0 1 l 0

0 0 0 1

NOTA : T e n ie n d o  en  c u e n ta  ta &  te ye &  de  M oagan t>e t i e n e  : 

p  + q p  V  q <-> p  A  q

Po 't ta n to  " n i  p  n i  q "  et> e q u iv a le n te  a  "n o  p  y  no q "



2 . 2 7 .  D em ostra r  que  s i  p y  q  son d o s  p r o p o s i c i o n e s  e q u i v a l e n 

t e s  y  r  una p r o p o s i c i ó n  c u a l q u i e r a ,  cada  una de l a s  s i g u i e n t e s  pro  

p o s i c i o n e s  e s  una t a u t o l o g í a :

a )  (p  -* r )  —  (q  -* r )

b) ( r  -* p )  —»  ( r  q )

c )  ( p A  r )  « ( q  A  r )

d )  ( p v r )  - I q v  r )

S O L U C I O N  :

Dos propos ic iones  equ iva len tes  tooan e l  ais&c 

son verdaderas o  fa ls a s  a l a  vez .

>s la s  tab las  de la s  propos ic iones  dadas

va lo r  lS g i c o ,  es  d e c i r ,  la s  dos

Vei

a) <P (q

b) ( r  -♦ P) ( r

En lo s  cuatro casos se t ra ta  de 

una ta u to lo g ía ,  puesto que la 

columna de lo s  resu ltados es to  

da de unos.

 o o o O o o o -----



2 . 2 8  .  D adas  l a s  p r o p o s i c i o n e s  

a  =  " 1 5  e s  m ú l t i p l o  d e  5 "

b  =  " T o d o s  l o s  a lu m n o s  d e  C .O . U .  e s t u d i a n  F i l o s o f í a "  

c  =  " M a d r i d  e s  l a  c a p i t a l  d e  F r a n c i a "  

d  =  " C a r l o s  I  f u e  e l  p a d r e  d e  F e l i p e  I I "

C a l c u l a r  :

I o )  V ( a )  ,  V ( b )  ,  V ( c )  ,  V ( d )

2 o ) a  V  b

3 ° )  a  A  b

4 ° )  ( a  V  b )  A  c

5 ° )  ( a  A  b )  V  c

6 ° )  a '  A  b*

7 ° )  ( a 1 A  b ' )  A  c *

8o )  ( d  V  c )  A  a ’

9o )  ( d  A  b )  V  b '  ( J R V - I I - 3 )

S O L U C I O N  :

1 ° )  V (a )  -  1 , V (b )  =  0 ,  V (c )  -  0 ,  V (d )  -  1

2 ° )  15 es  m ú lt ip lo  de 5 o todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a

3o)  15 es  m ú lt ip lo  de 5 y todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a

4 ° )  15 es  m ú lt ip lo  de 5 o todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a ,  y

Madrid es  l a  c a p i t a l  de F ran c ia .

5o)  15 es  m ú lt ip lo  de 5 y todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a ,  o

Madrid es  l a  c a p i t a l  de Francia.

6 ° )  15 no es m ú lt ip lo  de 5 y  no todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a .

7 ° )  15 no es m ú lt ip lo  de 5 y  no todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a

y Madrid no e s  la  c a p i t a l  de Francia.

8 ° )  Car los  I  fue e l  padre de F e l ip e  I I  o Madrid e s  la  c a p i t a l  de F ranc ia  , y 

15 no e s  m ú lt ip lo  de 5.

9 * )  Car los  I fu e  e l  padre de F e l ip e  I I  y todos lo s  alumnos de C.O.U. estudian 

F i l o s o f í a  ,  o  no todos l o s  alumnos de C.O.U. es tud ian  F i l o s o f í a .

 o o o O o o o -----

2 . 2 9  . E x p r e s a r  en  f u n c i ó n  d e l  o p e r a d o r  v  l a  p r o p o s i c i ó n  :

"E s  f a l s o  q u e  n i  P e d r o  h a  a p r o b a d o  M a t e m á t i c a s  n i  F í s i c a "  

S O L U C I O N  :

Sean p -  "Ped ro  ha aprobado Matemáticas" y q -  "ha aprobado F í s i c a "  ,  luego 

( p  * q )  (p  v  q )  « - *  p v  q , de donde la  p ro p os ic ión  dada es :

"Ped ro  ha aprobado Matemáticas o  Pedro ha aprobado F í s i c a "



2 .3 0  .  E x p r e s a r  s i m b ó l i c a m e n t e  l a s  e x p r e s i o n e s  :

a )  " s e r  o  no  s e r "

b )  " n i  c h i c h a  n i  l im o n a d a "

c )  " n i  s o n  t o d o s  l o s  q u e  e s t á n  n i  e s t á n  t o d o s  l o s  q u e  s o n "  

S O L U C I O N :  ( « U C n W O A ®  .9 7 6 )

a )  Llamemos p  a l a  p ropos ic ión  " t a l  cosa e x i s t e "  e q u iv a le n t e  a la  p ropos i

c ió n  " s e r " .  Entonces ,

" s e r  o no s e r "  5  p y  p

b )  Llamemos p a l a  p ro p os ic ión  : " e s t o  es  ch icha "  . y

q a l a  p ro p os ic ión  : " e s t o  es  limonada".

Entonces ,

" n i  chicha n i  l imonada" =  "n o  es ch icha  y no es  limonada" s  p A  q

c )  Sean la s  p ro p os ic ion es ,  p : "son todos  lo s  que es tán "

q : " e s tá n  todos  i o s  que son" ,

entonces ,

" n i  son todos l o s  que es tán  n i  es tán  todos lo s  que son" -

"n o  son todos lo s  que es tán  y  no es tán  todos  lo s  que son "  “  p A i

 0 0 0 O0 0 0 -----

2 . 3 1  .  D adas  l a s  p r o p o s i c i o n e s  p  = 5 .  4 = 20

q  = 7 +  3 =  15

r  =  8 -  5 =  3

h a l l a r  e l  v a l o r  l ó g i c o  d e  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p o s i c i o n e s  :

1 ° )  P  A  q  4 o )  p  _  ( r  v  q )

2 ° )  p  V  q  5 ° )  ( ( p  V  r )  A  p )  - *  r

3 ° )  p V q

S O L D C I O N  :

Los v a lo r e s  l ó g i c o s  de l a s  p ropos ic ion es  dadas son :  V (p )  -  1 ,V (q )  -  0  y 

V ( r )  -  1

1 ° )  V(p A  q )  -  1 A  0 -  0

2o)  V(p V  q )  -  1 V  0 -  1

3o)  V (p  V  q )  ■ 1 V  1 -  1

4o)  V(p -» ( r V  q ) )  -  1 •* (1 V  1) - i  -» 1 ■ >

5 ° )  V ( ( ( P v r )  A  p )  -* r )  -  ( ( 1  V  1) A  0 )  -* 1

-  (1 A  0 )  -  1

-  0 1 

= 1



"E s  f a l s o  q u e  l a  Luna e s  un q u e s o  y  q u e  l a  n i e v e  e s  n e g r a , o  que 

M a d r id  e s  l a  c a p i t a l  d e  E s p a ñ a " .

S O L D C  I O H  :

Sean p ■ " l a  Luna es un queso" 

q -  " l a  n i e v e  e s  negra "  

r = "Madrid es  l a  c a p i t a l  de España" 

entonces la  p ro p o s ic ió n  dada se exp resa  de l a  s i g u i e n t e  forma:

( P  A  q )  V  r

La t a b la  de verdad para l o s  v a lo r e s  l ó g i c o s  de la s  p ro p o s ic io n e s  dadas es la  

s i g u ie n t e  :

2.3  2 - D e t e r m i n a r  s i  e s  v e r d a d e r a  o  f a l s a  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i 

c i ó n  :

t  A  q (P  A  q ) V  r ( p  A  q )  V  r

1

por t a n to ,  la  p ro p o s ic ió n  dada e s  f a l s a .

 o o o O o o o -----

2 .3 3  .  D e t e r m i n a r  s i  e s  v e r d a d e r a  o  f a l s a  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i 

c i ó n  :

" E s  f a l s o  q u e  l a  L u n a  e s  un q u e s o  y  q u e  M a d r i d  e s  l a  c a p i t a l  d e  Es 

p a ñ a ,  o  q u e  l a  n i e v e  e s  n e g r a " .

S O L D C  I O N  :

Sean p  ■ "L a  luna es un queso"

q =  "Madrid es  l a  c a p i t a l  de España" 

r  -  "La n i e v e  e s  negra "  

en tonces  la  p ro p o s ic ió n  dada se expreaa de l a  s i g u i e n t e  forma :

(p  A  q )  V  r

La ta b la  de verdad para l o s  v a lo r e s  l ó g i c o s  de l a s  p ro p o s ic io n e s  dadas es :

p q r p A  q (p  A  q )  V  r ( P  A  q )  V  r

0 i 0 0 0 1

por  tan to ,  l a  p ro p o s ic ió n  dada es verdadera .

 o ooO ooo -----



2 .3 4  .¿ C u á l  e s  l a  n e g a c i ó n  d e  l a  p r o p o s i c i ó n  : 

" S i  l l u e v e  l a s  c a l l e s  s e  m o j a n " ? .

S O L O C I O N  :

Sean p  -  " l l u e v e "  y

q  -  " l a s  c a l l e s  se  mojan" 

entonces la  propos ic ión  dada e s  :  p _» q.

La negación de e s ta  propos ic ión  será  :

p  -  q  «=» p v  q

« - »  p A  <1 • Po r  , a  l e y  de Morgan

« " »  p A  Q .  Po r  l fl l e y  de dob le  negación

por tan to ,  la  p ropos ic ión  pedida es :

" l l u e v e  y la s  c a l l e s  no se mojan"

NOTA : O b tO iv a e  que la  n egación  de l a  p n op oA ld ón  dada no t e  : 

" S I  no l lu e v e  en tón e te  Io a  c a t i t e  no ¿ e  mojan"

¡x i te to  que p  -*  q no t e  e q u iv a le n te  a  p  q

Es e v id e n te  que I oa c a t i t e  6e pueden mojan A ln  que llu eva .Tod oA  heno, 

v l& to  como n iegan  Loa banaendenoA en la ¿  c lu d a d te .

 o o o O o o o -----

2 . 3  5 . D e t e r m in a r  s i  e s  v e r d a d e r a  o  f a l s a  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i 

c i ó n  :

“ S i  M a d r id  e s  l a  c a p i t a l  d e  F r a n c i a ,  e n t o n c e s  N a p o l e ó n  f u e  r e y  de 

E spa ñ a "

S O L U C I O N  :

Sean p  = "Madrid es  l a  c a p i ta l  de F ranc ia " y 

q ■ "Napoleón fue  rey  de España" , 

entonces la  propos ic ión  dada es :  p _* q .

La ta b la  de verdad es :

Siendo la  propos ic ión  p f a ls a  , se  s igue que la  p ropos ic ión  p -» q es  verda

dera como se v e  observando lo s  dos últimos casos de la  tab la .



2 .3 6  . ¿ C u á l  e s  l a  n e g a c i ó n  d e  l a  p r o p o s i c i ó n  :

" P e d r o  ha a p ro b a d o  M a te m á t i c a s  y  Juan  ha a p ro b a d o  F í s i c a " ? .

S O L U C I O N  :

Sean p -  "P ed ro  ha aprobado Matem áticas" y 

q  ■ "Juan ha aprobado F í s i c a "  , 

en tonces l a  p ro p o s ic ió n  dada es :  p/\ q

La negac ión de e s ta  p ro p o s ic ió n  s e rá  :  ( p A  q ) '  «  ( p '  V  q ' )

ten iendo en cuenta l a s  l e y e s  de Morgan.Por t a n to ,  l a  negac ión  de l a  p ro p os ic ión

ped ida  e s  :

"Ped ro  no ha aprobado Matemáticas Juan no ha aprobado F í s i c a "

NOTA : O bsérvese que l a  negac ión no es :

"P ech o  no ha aprobado N a tm l t i c a s  y  Juan  no ha aprobado F ís ic a "

ten ien do  en cuenta l a s  l e y e s  de Morgan. Por t a n to ,  l a  negac ión de l a  p ro p os ic ión  

pedida es :

"P ed ro  no ha aprobado Materaáticas_£_Juan no ha aprobado F í s i c a "

NOTA :  O bsérvese que l a  negac ión no es :

"P ech o  no ha aprobado M a tem ttica s  o Juan no ha aprobado F ís ic a " .

— 0 0 0 O0 0 0 -----

, ¿ C u á l  e s  l a  n e g a c i ó n  d e  l a  p r o p o s i c i ó n  : 

" P e d r o  ha a p ro b a d o  M a te m á t i c a s  o  Juan ha a p ro b a d o  F í s i c a " ? .

S O L U C I O N  :

Sean p -  "Ped ro  ha aprobado Matem áticas" y

q =  "Juan ha aprobado F í s i c a "  , 

en tonces l a  p ro p o s ic ió n  dada es :  p V q

La negac ión de e s ta  p ro p o s ic ió n  s e rá  :  (p  V  < l ) '  * **  ( p ' A  <T)

 0 0 0 O0 0 0 -----

3 8 . S e  l la m a  " l e y  d e  t e r c i o  e x c l u s o "  a p v  p ' .  D em o s t ra r

En e f e c t o  , p  p '  P  V  p '

1 0  1 

0 1 1



2 .3 9 .
l i d o :

Com probar s i  e l  r a z o n a m ie n to  s i g u i e n t e  e s  v á l i d o  o  in vá  

P j : P  -  q 

P2 : *

c  : P

A P L IC A C IO N  : E s t u d i a r  l a  v a l i d e z  d e l  s i g u i e n t e  r a z o n a m i e n t o :

" S i  l l u e v e  l a s  c a l l e s  s e  m o ja n .

N o  s e  han  m o ja d o  l a s  c a l l e s .

L u e g o ,  no  ha l l o v i d o " .

S O L O C I O N  :

Veamos que e l  razonamiento es  v á l i d o ,  es  d e c i r ,q u e  se t r a t a  de una ta u to lo g ía .

(p -» q> A - q -» - p

1 1 i 0 0 i 1 0 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 i 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 1 0

Esta t a u to lo g ía  r e c ib e  en Lóg ica  e l  nombre de "Ley  de modus to l len d o  t o l l e n s "

A P L I C A C I O N  :

E l razonamiento dado es v á l id o .

En e l  e jem p lo  :  p -  " l l u e v e "

q  -  " l a s  c a l l e s  se  mojan"

 0 0 0 O 0 0 0 ----------

2 . 4  0 -  D e m o s t r a r  p o r  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o  l a  v a l i d e z  d e l  s i g u i e n  

t e  r a z o n a m i e n t o  :  p  • p  _  q

p -> * P

C q

S O L U C I O N  :

Un razonamiento es  v á l i d o  cuando la  conc lus ión  e s  verdadera .

Supongamos que la  conc lus ión  e s  f a l s a ,  es  d e c i r ,  que q es  fa lsa .E n tonces  de

V (q )  -  0 y  V(p -*  q) -  1 se  s igu e  que V (p )  -  0  .

Por o t r a  p a r t e ,  c o d o  p es una premisa es  verdadera ;  luego e l  hecho de suponer

que l a  conclusión e s  f a l s a  nos l l e v a  a una c o n tra d ic c ió n .

Por tan to ,  q  es  verdadera y e l  razonamiento v á l i d o .



2.41 .  E s t u d i a r  l a  v a l i d e z  d e l  s i g u i e n t e  r a z o n a m i e n t o :  

" S i  l l u e v e - l a s  c a l l e s  s e  m o j a n .

E s t á n  m o j a d a s  l a s  c a l l e s .  

L u e g o  ,  ha l l o v i d o " .

S O L O C I O H  :

Sean p  -  " l l u e v e "

q  =  " l a s  c a l l e s  s e  m o j a n "  , 

e n t o n c e s  l a  a r g u m e n t a c i ó n  a n t e r i o r  s e  e s c r i b e  a s f :

P j :  p -  q

P2 1 *

C :  p

Como l a s  p rem isas P j  y P^ se cons ideran  s iem pre  v e rd a d e ra s ,  s e  t i e n e  :

V (q )  *  1 ,  e s  d e c i r ,  q  e s  verdadera .

De V (q )  ■ 1 y V (p  -* q )  ■ 1 s e  s ig u e  que V (p )  -  1 o b ien  V (p )  ■ 0.

Por t a n t o ,  l a  con c lu s ión  p puede s e r  v e rd ad e ra  o f a l s a .

N ó te s e ,p o r  t a n t o ,  que e l  e s t a r  l a s  c a l l e s  mojadas no im p l ica  que haya l l o v i d o ,  

puesto que l a s  han pod ido  r e g a r  l o s  ba rrenderos .

 o o o O o o o -----

2.42 .  E s t u d i a r  l a  v a l i d e z  d e l  s i g u i e n t e  r a z o n a m i e n t o  :

" S i  l a s  g a v i o t a s  e s t á n  e n  l a  p l a y a  e s  q u e  l a  t a r d e  e s t á  c a 

y e n d o .  

L a s  g a v i o t a s  e s t á n  e n  l a  p l a y a .  

L u e g o ,  l a  t a r d e  e s t á  c a y e n d o " .

S O L U C I O N  :

Sean p ■ " l a s  g a v io t a s  e s tá n  en  l a  p la y a "  

q  -  " l a  ta rd e  e s tá  cayendo" 

entonces e l  razonam iento dado s e  s im b o l i z a  por :

P j  :  p  -*  q

P2 :  P

C :  q

La premisa P^ e s  verdadera  ,  por ta n to  p e s  verdadera .

De p verdadera  y  p -♦ q ve rdadera  se  s ig u e  que q e s  verdadera .  

La c o n c lu s ió n  e s  ve rd ad e ra ,  lu ego  e l  razonaoiendo es  v á l id o .



2 . 43 . E s t u d i a r  l a v a l i d e z  d e l  s i g u i e n t e  r a z o n a m i e n t o :

P j  :  P  V  q  

p 2 !  q  -*  r

P 3 :  ?

P o n e r  un e j e m p l o .

S O L U C I O N  :

1) Se t r a t a  de v e r  que l a  p ro p o s ic ió n  :

(<P  V q )  A  (q  -*  r )  A  r )  ^  p 

es  una ta u to lo g ía .P u e d e  hacerse  l a  t a b la  de verdad y conprobar que a s í  e s .  

Ahora b ien ,c on o  en un razonamiento suponemos que la s  premisas son c i e r t a s ,  

vamos a d ed u c ir  de e s t e  hecho que p es ve rd ad e ra .

a )  V ( r )  -  1 ,  lu ego  V ( r )  -  0

b )  De V ( r )  ■= 0 y V (q  -* r )  = 1 ,  s e  s igu e  que V (q )  -  0

c )  De V ( q )  -  0 y V (p  V  q )  -  1 ,  se  s igu e  que V (p )  -  1

Por  ta n to  la  p ro p o s ic ió n  p es  c i e r t a  y e l  razonam iento ve rdadero .

2) Veamos ahora un e jem p lo  d e l  razonamiento dado:

"Ped ro  e s  e s tu d ia n t e  o a l b a ñ i l .

S i  e s  a l b a ñ i l  e s tá  en e l  rano de l a  con s tru cc ión .

No e s t á  en e l  ramo de l a  con s tru cc ión ,

lu e g o ,  es  e s tu d ia n te " .

 o o o O o o o -----

2 . 4 4 .  E s t u d i a r  l a  v a l i d e z  d e l  s i g u i e n t e  r a z o n a m i e n t o  :

" T o d o s  l o s  e s p a ñ o l e s  s o n  e u r o p e o s .

T o d o s  l o s  e u r o p e o s  s o n  m o r t a l e s .

L u e g o  t o d o s  l o s  e s p a ñ o l e s  s o n  m o r t a l e s " .

S O L U C I O N  :

Sean p -  " s e r  e s p a ñ o l "  .  q ■  " s e r  europeo"  ,  r  -  " s e r  m or ta l  , 

en tonces e l  razonam iento dado s e  expresa  s imbólicamente a s í  :

P j  :  P - *  q 

P2 :  q  -  r

C : p  -*  r

E s te  razonamiento e s  v á l i d o  puesto que se t r a t a  de l a  prop iedad t r a n s i t i v a  de 

l a  im p l ic a c ió n ,  que es una t a u t o l o g í a ,  es  d e c i r  :

(<p  -*  q )  A  (q  -*  r ) )  -*  ( p  -*  r )



2 . 4 5  -  D e m o s t r a r , p o r  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ,  l a  v a l i d e z  d e l  s i 

g u i e n t e  r a z o n a m i e n t o  :

P j  :  p  -  q  

p 2 í  p  « - *  r

P 3 :  i

C :  r

S O L O C I O M  :

Un razonamiento es  v á l i d o  cuando l a  con e lu s i6 n  es verdadera .

Supongamos que la^con c lu s i6n  e s  f a l s a ,  e s  d e c i r ,  V ( r )  -  0.

1) V ( ? )  -  1

2) D« V (p  ■* r )  »  1 y  d e  1 )  se  s igu e  que V (p )  -  1

3) De V (p  * - *  q )  -  1 y  de V (p )  ■ 1 s e  s ig u e  que V (q )  *  1

4 )  Por  o t r a  p a r t e ,  como q e s  premisa V ( q )  -  1 ,  lu ego  V (q )  -  0

Por  t a n to ,  a l  suponer que r  e s  f a l s a  hemos l l e g a d o  a l  absurdo de que q es  v e r 

dadera y  f a l s a  a l a  v e z .

En consecuenc ia , r  e s  ve rdadera  y  e l  razonamiento v á l i d o .

 o o o O o o o -----

2 . 4 6  .  E s t u d i a r  s i  e l  r a z o n a m i e n t o  s i g u i e n t e  e s  v á l i d o  o  i n v á 

l i d o :  P x :  p  V  q  V  r

p 2 :  p A q

P o n e r  u n  e j e m p l o .

S O L D C I Q H  :

La l e y  de modus to l lo n d o  poneos e s :  ( a  V  b )  A  5 ■* b  .

S i  sust i tu im os  a por p V q  .  en tonces

a "  ( p V  "  P A  q por  l a  l e y  de Morgan ,

Luego,nos queda e l  razonamiento s i g u i e n t e  :

( ( ( p  V  q )  V  f )  A  (p  A  q > )  r

que s e rá ,p o r  t a n t o ,  una t a u t o l o g í a .  Se t i e n e ,p u e s  que e l  razonamiento dado es

v á l i d o .

EJEMPLO : "Ped ro  canta ,  b a i l a  o  ju eg a .

Pedro no can ta  y no b a i l a .

Luego, Pedro  ju e g a " .



2 . 4 7 .  S í  p  -*  q ,  r e p r e s e n t a  e l  t e o r e m a  d i r e c t o , e x p r e s a r  e l  t e o  

rem a  r e c í p r o c o ,  e l  c o n t r a r i o  y  e l  c o n t r a r e c í p r o c o .  

E j e m p l o  y  e q u i v a l e n c i a  d e  l a s  p r o p o s i c i o n e s  p  *♦ q  y  p '  V q -  

( f f l F C r m i M P  - J975J

S O L O C I O I i

d i r e c t o  donde p es l a  h ip ó t e s i s  y  q l a  t e s i s

rec íp roco

con tra r io

con tra rrec íp roco

a )  P ■* q ,  teo

b )  q -♦ p ,  teo

c )  P -  q ,  teo

d )  q -  P ,  teo

N0TA :  Reco\dono6 que ¡ 

t e o t e m  d iA tcX o  —  U o ie r a  conVuiKxecípAoco 

te e x e m  con tA a jú o  « - »  te o e o ra  le u lp A oco  

La dtrvt,V iacÁ6n u  im n ed ia ía  p o *  la *  ta b la t, de veAdad.

Veamos ahora la  segunda parte  d e l  e j e r c i c i o .

Las p ropos ic iones  p -* q y p ' V  q son eq u iva len tes  s i  y s o l o  s i

p -* q - p ' V q
es una ta u to lo g ía .

p - 9 — - p V 9

1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 l 0 1 0 0
0 1 1 I 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 0

Puesto que la  columna de resu ltados  e s  todo unos.se t ra ta  de una tau to lo g ía .  

EJEMPLO : S i  Pedro ca tud ia ,  entonces aprobará e l  exáacn de Matemáticas.

En e s te  caso :  p -  Pedro estud ia

q »  Pedro aprobará e l  examen de Matemáticas.

Por  tan to ,  l a  propos ic ión  equ iva len te  a  l a  dada es :

"Ped ro  no e s tu d ia  o  Pedro aprobará e l  oxámen de Matemáticas"

Teorema rec íp ro c o  :  S í  Pedro ha aprobado e l  examen de Matemáticas, entonces 

ha estudiado.

Teorema c o n t ra r io  :  S i  Pedro no e s tu d ia  .entonces no aprobará e l  examen de Ma

temáticas.

Teorema con tra r re c íp roco  :  S i  Pedro no ha aprobado e l  examen de Matemáticas,

entonces no ha estudiado.



2 . 4 8  ■ L a  suma d e  l o s  n  p r i m e r o s  n ú m e r o s  v i e n e  d a d a  p o r  l a  s i 

g u i e n t e  f ó r m u l a  :

1 + 2 + 3 + . . . + n =  - .nl g t 1)

D e m o s t r a r l a  p o r  e l  m é t o d o  d e  i n d u c c i ó n .

S O L D C  I O N  :

a )  La fórmula s e  v e r i f i c a  para n -  1 . E n  e f e c t o  :

,  .  > 4 i ± > >  -  ,  .  |

b )  Supongamos que l a  fórmula es  v á l i d a  para n ■ h, es  d e c i r  ,

1 +  2  +  3 +  . . .  +  h -  h-(-iy  {  1 1

c )  Se t r a t a  ahora de demostrar que l a  fórm u la s igu e  s ien do  v á l i d a  para n -  h+1 

Sumando a  l o s  dos térm inos de l a  ecuac ión I 1 ]  , h +  1 ,  s e  t i e n e  :

1 +  2 +  3 +  —  +  h +  ( h +  1 )  -  h- 'h2+  l }  +  (h  +  1)

«  1 +  2 +  3 +  . . .  +  h +  (h  +  1) -  M fr- t .1* *  2<h +  l )

—  1 +  2 +  3 +  . . .  +  h +  (h  +  1) -  J h j L i K h - L i L

que e s  la  fórmula dada para n = h +  1 , lu ego  la  ecuac ión dada e s  c i e r t a .

 000O000---

2 » 4 9 « L a  suma d e  l o s  n p r i m e r o s  n ú m e ro s  i m p a r e s  v i e n e  d a d a  p o r  

l a  s i g u i e n t e  f ó r m u l a  : 

1 +  3 +  5  +  7  +  . . .  +  (2 n  -  1 )  =  n 2 

D e m o s t r a r l a  p o r  i n d u c c i ó n .

S O L O C I O N  :

a )  Es e v id e n te  que se v e r i f i c a  para n -  1 (Compruébese para n -  2 ,3 )

b )  Supongamos que l a  fórmula es v á l i d a  para n -  h ,  e s  d e c i r ,

1 +  3 +  5 +  7 +  . . .  +  (2h -  1) -  h2 {  1 1

c )  Se t r a t a  ahora de demostrar que l a  fórmula s igu e  s iendo v á l i d a  para n •  h+1 

Sumando a l o s  dos miembros de l a  ecuac ión  (  1 1 , 2h +  1 ,  se  t i e n e  :

1 + 3 + 5 + 7 +  . . . +  ( 2 h - l )  +  (2 h + l )  = h2 +  (2 h + l )  •**

1 + 3 + 5 + 7 + . . . +  ( 2 h - l )  +  (2 h + l )  -  (h +  l ) 2

que e s  l a  fórmula dada para n -  h +  1 .

Por  ta n to  l a  ecuac ión dada e s  v á l i d a  para  todo n G H.



3 ALGEBRA  
DE 

BOO LE
en  eZ q u e  ¿e  d u o M o t í a n  tcu> 6¿ g u Z en te¿  m aZe'uaó:

1. AXIOMATICA DE UN ALGEBRA DE BOOLE

2. PROPIEDADES

3. APLICACION DEL ALGEBRA DE BOOLE A LOS 

CIRCUITOS LOGICOS

4. CIRCUITOS EQUIVALENTES

5. TABLAS DE RESPUESTAS

6. SISTEMA BINARIO



3 . 1. S e  d i c e  q u e  un c o n j u n t o  A ,  j u n t a m e n t e  c o n  d o s  o p e r a 

c i o n e s  d e f i n i d a s  e n  A  ,  y  q u e  s i m b o l i z a r e m o s  p o r  +  y  .  ,  e s  un a l 

g e b r a  d e  BOOLE s i  s e  v e r i f i c a n  l o s  a x i o m a s  s i g u i e n t e s  :

A 1 :  P r o p i e d a d e s  c o n m u t a t i v a s .

a  +  b  =  b  +  a  ;  a . b  =  b . a  

A 2 :  P r o p i e d a d e s  d i s t r i b u t i v a s .

a  . ( b  +  c )  =  ( a  .  b )  +  ( a  .  c )  ;  a  +  ( b  . c )  =  ( a  +  b )  .  ( a  +  c )

A j  :  E l e m e n t o s  c e r o  y  u n id a d

A  t i e n e  d o s  e l e m e n t o s  q u e  s e  d e s i g n a n  p o r  0  y  1 c o n  l a s  s i 

g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s  :

a  +  0  =  a  ;  a  .  1  =  a

A 4 :  C o m p l e m e n t a c i ó n .

P a r a  t o d o  e l e m e n t o  a  d e  A  e x i s t e  o t r o  e l e m e n t o  a '  t a l  qu e  

a  +  a '  =  1  :  a  .  a '  =  0

P a r t i e n d o  d e  e s t o s  a x i o m a s , d e m o s t r a r  l o s  s i g u i e n t e s  t e o r e m a s

1 )

2 )

V
4)

5)

6 )

a  +  a

a  .  a

a  +  1

a  .  0

a  +  ( a  .  b )

a  .  (a  +  b )

NOTA. :  vez  de 0 y  1 ¿ e  empíea ta n é i ín

lot> 6<ité)olo6 C y  1.

S  O  L  O C I  O

1 )  a  +  a  -  0-  ( a  +  a )  .  1

-  ( a  +  a )  .  ( a  +  a ' )

-  a  +  ( a  .  a ' )

■ a +  0

2 ) a  .  a -  ( a  .  a )  +  0

-  ( a  .  a )  +  (a

-  a .  (a  +  a ' )

-  a .  1

, por  A3

. por A4

. por A2 

. Por A^ 

,  por  A3

3) a +  1 -  ( a  +  1 ) .  1

- I . (a +  1)

-  ( a  +  a ' )  .  ( a  +  1)

-  a 4- (a -  .  1)

-  a +  a '

-  1

4) ( a  .  0 )  +  0 

0  +  ( a  .  0)

(a  . a ' )  +  (a 

a . (a* 

a .  a '

0

0)

,  por  A3 

.  por Aj 

0 )  , por A4

. por A2 

, por  A3 

, por  A,

5)

.  (1 +  b) 

.  1

•  a

6 )  a  .  ( a  +  b )  -  ( a  +  0 )  . ( a  + b )

«  a  +  <0 .  b)

-  a  +  0

, por  A3 

,  por A2 

, por * )  

.  por A ,



3 - 2 -  S e a  A  un á l g e b r a  d e  B o o l e ,  d e m o s t r a r  q u e  :

1 )  .. a  .  b  =  0  i m p l i c a  a  .  ( b  +  c )  -  a  .  c

2 )  a  .  b  =  0 . i m p l i c a  a  .  b '  =  a

3 )  a . b = 0  y  a + b  =  c  i m p l i c a  a  =  c  . b '

S O L D C I O N  :

1) a  . (b  +  c )  =  (a  . b )  +  ( a  .  c )  ,  propiedad d i s t r i b u t i v a

a 0  +  (a  .  c )  ,  a .  b  ■ 0

a a  .  c

2 )  a ■ a  .  1 , propiedad d e l  e lemento 1 ,

a a . ( b  +  b ' )  ,  b  y b '  con juntos complementarios,

-  ( a  .  b )  +  (a  . b ' )  ,  prop iedad d i s t r i b u t i v a  ,

-  0  +  ( a  .  b ’ )  ,  a .  b -  0

■ a . b ’

3) c  . b '  -  (a  +  b )  . b '  ,  ya que a  +  b «■ c

a (a  . b ' )  +  (b  . b ' )  , propiedad d i s t r i b u t i v a ,

-  (a  .  b ' )  +  0 , ya que b y  b '  son complementarios.

a a  .  b '

,  por 2)

 o o o O o o o -----

3 . 3 .  P o n e r  l o s  e j e m p l o s  d e  A l g e b r a s  d e  B o o l e  q u e  s e  han  e s t u 

d i a d o  e s t e  c u r s o  c o n  l a s  o p e r a c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  y  l o s  c ie rn en  

t o s  c e r o  y  u n i d a d .  [SELECTIVIDAD -1976)

S O L U C I O N  :

1) A lg eb ra  de Boole  de la s  par tes  de un con junto .

Operaciones : Unión ,  In te r se c c ió n  , compleoentación.

Elementos c e ro  y unidad : 0 y  U

2) A lg eb ra  de Boole  de la s  p ropos ic iones .

Operaciones : Disyunción ,  con junción ,  negación 

Elementos c e ro  y unidad : La c o n tra d ic c ió n  y  ta u to lo g ía

3 )  A lg eb ra  de Boole de lo s  c i r c u i t o s .

Operaciones :  suma (a s o c ia c ió n  en p a r a l e l o )  .producto ( s e r i e )  ,  c on tra r io  

Elementos c e ro  y unidad : C i r c u i t o  siempre c e rrado ,  c i r c u i t o  siempre a b ie r to .

4 )  A lg eb ra  de Boole de lo s  sucesos.

Operaciones : Unión ,  in t e r s e c c ió n  ,  c o n t ra r io .

Elementos c e ro  y unidad : Suceso imposible  , suceso c i e r t o .



3 . 4 . S ea  A 2 e l  c o n j u n t o  fo r m a d o  p o r  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e l  p l a 

n o .  S e  d e f i n e n  en  é l  d o s  o p e r a c i o n e s  d a d a s  p o r  :

Suma +  :  P  + Q =  p u n t o  más a l e j a d o  d e l  o r i g e n  e n t r e  P  y  Q

P r o d u c t o  .  :  P .Q  =  p u n to  más c e r c a n o  a l  o r i g e n  e n t r e  P  y  0  .

S i  P  e s  un p u n t o , P '  s e  d e f i n e  como e l  p u n to  s i m é t r i c o  r e s p e c t o  d e l  

o r i g e n .

¿E s  A 2 c o n  e s t a s  o p e r a c i o n e s  un A l g e b r a  d e  B o o l e ? .

S O L O C I O N  :

A2 con estas operaciones no es un á lgebra  de Boole .  En e f e c t o  ,  s i  fuese un á l 

gebra de Boole la  operacián producto tendría que tener elemento unidad, es 

d e c i r ,  tendr ía  que e x i s t i r  un punto X t a l  que para todo punto P de l plano se ve

r i f i c a r í a  que P.X -  P . Esto im plica  que :  Todo punto de l plano está más próxi

mo a l  o r igen  que e l  punto X".

Este punto no e x i s t e  evidentemente.

 o o o O o o o -----

3 .  5 .  Se c o n s i d e r a  e l  c o n ju n t o

D =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 1 0 , 1 2 , 1 5 , 2 0 , 3 0 , 6 0 }  

en  e l  qu e  s e  d e f i n e n  l a s  s i g u i e n t e s  o p e r a c i o n e s  :

Suma +  :  a +  b  =  m ín im o común m ú l t i p l o  d e  a y  b

P r o d u c t o  . :  a .  b  =  máximo común d i v i s o r  d e  a  y  b

S i  a  e s  un número , s e  d e f i n e  a '  como e l  número t a l  qu e  a . a '  •  60

¿E s  e l  c o n j u n t o  D c o n  e s t a s  o p e r a c i o n e s  un á l g e b r a  d e  B o o l e ? .

S O L D C I Q H  :

Los elementos de D son lo s  d iv iso re s  de 60.

Evidentemente las operaciones suma y producto de f in idas  son internas.

a )  M.C.D(a.b) -  M.C.D(b.a) y M.C.M.(a.b) -  M.C.M.(b.a) , luego se cumplen 

la s  propiedades conmutativas.

b) Se comprueba también fác ilmente que se v e r i f i c a n  la s  propiedades d is t r ib u 

t ivas .

c )  E l elemento cero d e l  A lgebra de Boole es 1; e l  elemento unidad 60.

d )  Veamos que no se  v e r i f i c a n  la s  leyes  de complementación.

En e fe c to  :  E l complementario de 6 es  10. Entonces se  v e r i f i c a r í a  : 

o +  a '  -  60 y en nuestro caso M .C.M .(6 ,I0 ) ■ 30

a  .  a '  -  1 y en nuestro caso M.C.D.C6.10) ■ 2

Por tan to ,  D con la s  operaciones dadas no es un á lgebra  de BOOLE.



3 * 6 a D e m o s t r a r  q u e  en  un á l g e b r a  d e  B o o l e  A , e l  c o m p le m e n t a 
r i o  d e  un e l e m e n t o  e s  ú n i c o .  

S O L U C I O N  ;

S e a n  +  ,  .  , '  l a s  o p e r a c i o n e s  y  comploaentación d e f in id a s  en A.
Sea x  un e lemento de A y sean x '  y x "  dos complementarios de x ,en ton ces ,

x "  -  1 . x "  -  <x ' +  x )  .  x "  -  ( x ' . x " )  +  ( x . x " )  -  ( x ' . x " )  +  0 -  x '  .  x "

x '  - 1 . x *  -  ( x  +  x " )  .  x '  -  ( x . x ' )  +  ( x " . x ' )  -  0 +  ( x "  .  x ' )  -  x - ' . x 1

De laB dos r e la c io n e s  a n t e r i o r e s  y de l a  conm utativ idad  de l a s  operac ion es  de 
un á lg eb ra  de B oo le ,  se  s igu e :

x '  -  x "  .  X* -  x "

 oooOooo

3 .  7 -  D e m o s t r a r  q u e  e n  un á l g e b r a  d e  B o o l e  s e  v e r i f i c a  qu e  
( x * ) *  »  x  ,  s i e n d o  '  l a  c o m p l e m e n t a c i ó n  d e f i n i d a  e n  e l  á l g e b r a  
d e  B o o l e .

S O L U C I O N  :

x +  x 1 ■  1 1  
De J y

x .  x *  -  0 I

d a d o  qu e  e l  c o m p l e m e n t a r i o  en  un a l g e b r a  d e  B o o l e  e s  ú n i c o , s e  s i 
g u e  qu e

< x ' > ' - x

 o o o O o o o - —

< x ' ) '  ♦  x '  - 1 1  

( x ' ) '  . x '  -  0 f

3 . 8 .  D e m o s t r a r  q u e  l a s  r e l a c i o n e s  s i g u i e n t e s  s o n  e q u i v a l e n t e s

a )  a  +  b  -  b

b )  a  .  b  =  a

S O L U C I O N  :

a)  -  b )

a . b -  a .  ( a  +  b )  por h ip á t c s i s  ya  que a  +  b  -  b

-  a por  l a  prop iedad s i a p l i f i c a t i v a

b )  -  a)

a  +  b -  ( a  .  b )  +  b  por  h ip á t e s ia  ya que a . b ■ a

-  b  por  la  prop iedad s i m p l i f i c a t i v a .



3 .  9 .  S e a  e l  c o n j u n t o  A  =  ( a , b )  c o n  l a s  o p e r a c i o n e s  +  y  .  d e 

f i n i d a s  p o r  l a s  s i g u i e n t e s  t a b l a s  :

¿ E s  un á l g e b r a  d e  B o o l e  ( A , + , . ) ? .  

S O L D C I O M  :

a )  La suma e s  conmutativa como s e  puede comprobar en l a  Cabla.

b )  Veamos s i  se  v e r i f i c a  l a  p rop iedad  a . ( b  +  c )  -  a . b  +  a .b  

Las  p o s ib i l i d a d e s  son la s  s i g u i e n t e s  :

1)  a . ( b + a )  -  a . b  +  a . a  « - *

2 )  a . (b+ fc )  -  a . b  +  a .b

3 )  b . (b + a )  -  a . b  +  b .a

4 )  b . (b + b )  -  b .b  +  b .b  «=*

5) a . ( a + a )  ■  a . a  +  a .a

6 )  b . ( a + a )  ■  b .a  +  b .a  «-*

7) a . ( a + b )  -  a . a  +  a .b

8 )  b . ( a + b )  -  b .a  +  b .b

.b  -  a  +  a * - *  a - a

a .a  - a  +  a « - *  a - a

b .b  -  a  +  a « - *  a - a

b .a  -  b  +  b « - *  a - a

a .a  -  a  +  a * - *  a - a

b . a  -  a  +  a * - *  a - a

e s  e l  mismo caso  que 1) por  l a  conmutativ idad . 

por  l a  conm utat iv idad  s e  reduce a l  ca so  3)

Veamos ahora s i  se  v e r i f i c a  la  p rop iedad  a +  ( b . c )  -  ( a + b ) . ( a + c )

Las p o s ib i l i d a d e s  son  l a s  s i g u i e n t e s  :

1 )  a + (b . a )  •  ( a + b ) .  (a + a )  «*•* a +  a -  b .a  a -  a

2 )  a + (b .b )  -  ( a + b ) . ( a + b )  « - •  a +  b  -  b .b  *■* b - b

3 )  b + (b .a )  -  ( b + b ) . ( a + a )  *4* b +  a -  b .a  *4» b  i  a ,

lu e g o  l a  p rop iedad  d i s t r i b u t i v a  no s e  v e r i f i c a  para e s t e  caso  y en conse

cuenc ia  (A  , + , . )  no es  un á lg e b ra  de Boole .

 o o o O o o o ------

3 . 1 0 .  D e m o s t r a r  q u e  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n 

t e s  :
a )  a . b '  = 0 ; b ) a + b = b  ;  c )  a '  +  b  -  1

S O L D C I O M  :

a )  -  b)

a  +  b -  ( a  +  b ) . l  -  ( a  +  b ) . ( b  +  b ’ )  -  ( b  +  a ) . ( b  +  b ' )  -  b + ( a . b ' )  -  b +  0  -  0

b ) ■* c )

a*  +  b  -  a*  +  ( a  +  b )  -  ( a '  +  a )  +  b  -  1 +  b  -  1

c )  -  a)

a '  +  b -  1 -  ( a '  +  b ) '  -  1 '  -  a '  .  b '  -  0  -» a .  b ’  -  0



3 . 1 1 .  S e a  A  un á l g e b r a  d e  B o o l e .  S i m p l i f i c a r  l a  s i g u i e n t e  

e x p r e s i ó n :  ( ( ( a . b ) . c )  +  ( < a . b ) . c ' ) ) +  ( a ' . b )

S O L U C I O N  :

( ( ( a . b ) . c )  ♦  ( ( a . b ) . c ' ) )  ♦  ( a ' . b )  ( ¿ }  ( ( a . b ) . ( c  ♦  e ' ) )  ♦  ( a ' . b )

( 2> ( ( a . b ) . l )  ♦  ( a ' . b )

<- )  ( a . b )  ♦  ( a ' . b )

<¿> ( a  ♦  a ' ) . b  

<-*> l . b

<S> b
donde en ( 1 )  y  (/,) s e  a p l i c a  la  propiedad d i s t r i b u t i v a  ;  en (3 )  y  (6 )  la  p rop ie  

dad d e l  e lemento 1 ;  en (2 )  y (5 )  la  propiedad de complcmcntacifin.

 o o o O o o o -----

3 . 1 2  ■ Sea A  u n á l g e b r a  d e  B o o l e . D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s

r e l a c i o n e s :

a )  ( a . b )  ♦  ( a . b ' )  ♦  ( a ' . b )  +  ( a ' . b ' )  =  1

b )  ( a . b )  .  ( a . b * )  .  ( a ' . b )  .  ( a ' . b * )  -  0 

S O L U C I O N  :

a )  ( a . b ) + ( a . b ' ) + ( a \ b ) + ( a ' . b ' )  ( ( a . b ) + ( a . b ' ) )  ♦  ( ( a ' . b ) + ( a ' . b ' ) )

( 2 }  ( a . ( b  +  b ' ) )  +  ( a ' . ( b  ♦  b ' )

(3 )
-  (a  +  a ' ) . ( b  ♦  b ' )

-  1 . 1 - 1

donde en ( 1 ) , ( 2 )  y  (3 )  He ha a p l ic a d o  l a  propiedad d i s t r i b u t i v a .

b )  Para demostrar b )  basta  v e r  que e l  producto de dos fa c t o r e s  cu a lesqu ie ra

es 0 . .

( a . b ) . ( a . b * )  -  a . ( b . a ) . b '  ,  p o r  l a  propiedad a s o c ia t i v a

-  a . ( a . b ) . b '  , por  l a  propiedad consm tativa

-  ( a . a ) . ( b . b ' )  ,  por  la  prop iedad a s o c ia t i v a

-  a . 0 ,  por  la  idempotencia y coap lcaen tac ión

c )  P e  una mne/ia análoga  ¿ e  puede dexnatfuui paaa do6 p a od u cto t cua teA qiueA a. 

En la  teoaXa de c o n ju n t a  l a  p *od u cto¿  &on co n ju n to a  d it, ju n t a  do¿ a 

doó.

H á ga e  una ¿nteA p-ieX ación  e n  un diagaarra de  l /enn de a )  u  b)



3 . 1 3 .  S e a  A  un á l g e b r a  d e  B o o l e .  S i m p l i f i c a r  l a  s i g u i e n t e

e x p r e s i ó n  - :
( a . b )  +  ( a * . b )  +  ( a . b * )  +  ( a * . b * )

I n t e r p r e t a r  en  e l  á l q e b r a  d e  B o o l e  d e  l a s  p a r t e s  d e  un c o n j u n t o  E 

e l  r e s u l t a d o  a n t e r i o r .

S O L D C I O M  :

1 )  ( a . b )  +  ( a ' . b )  ♦  ( a . b ' )  +  ( a * . b , ) ( i ) ( ( a . b ) + ( a ' . b ) )  ♦  ( ( a . b ' ) + ( a ' . b ' ) )

( 2) ( ( a+ a ' ) . b )  +  ( a + a ' ) . b ' )  

l . b  +  l . b *

<¿> b ♦  b '

< S >  .

donde en (1 )  se  a p l i c a  la  propiedad a s o c i a t i v a ;  (2 )  propiedad d i s t r i b u t i v a  ;

(3 )  propiedad de la  complecentación , l o  mismo que en (5 )  ;  y  en ( * )  la  p ro 

piedad de l elemento 1.

2 )  En l a  s igu ien te  f i g u ra  se d ibu jan  lo s  con juntos 

A Í1 B , p a r te  rayada***

A ' í l  B , parce  rayada^*-

A 0  B' , p a r te  r a y a d a ^

A' fl B' ,  p a r te  rayada Hl|

Es e v id en te  que l a  unión de e s to s  con juntos  es  e l  con junto u n iv e rsa l  E.

3 . 1 4 .  S e a  A un á l g e b r a  d e  B o o l e . S i m p l i f i c a r  l a  s i q u i e n t e

e x p r e s i ó n :

( a .  < b . c ' )  ' )  +  ( ( ( a ' + b * )  + c )  ' )

S O L B C I O W :

( a . ( b . c ' ) ' )  +  ( ( ( a '  + b ' ) + c ) , ) < " ) ( a . ( b ' * c ) )  +  ( ( a ' + b ' > *  . c ' )

( 2 ) ( a . ( b ' + c ) )  +  ( ( a . b ) . c ' )

( 3 ) ( a . ( b ’ + c ) )  +  ( a . ( b . c ’ ) )

a . ( < b * + c )  +  ( b . c ' )

( 2 ) a . ( ( b . c ' ) '  +  ( b . c ' ) )

< § > a . l

( z > .

d o n d e  en ( 1 ) , ( 2 ) , ( 5 )  se  a p l ican  la s  le y e s  de Morgan; (3 )  prop iedad a s o c ia t i v a

(4 )  ,  propiedad d i s t r i b u t i v a  ;  ( 6 )  propiedad de l a  complementación ;  y  (7 )  

l a  propiedad d e l  elemento 1 .



3 . 1 5 .  En un á l g e b r a  d e  B o o l e  s e  d e f i n e  l a  s i g u i e n t e  o p e r a c i ó n

a  A b  =  ( a  .  b ' )  +  ( b  .  a ' )

D e m o s t r a r  q u e  :

1 )  ( a  +  c )  A ( b  +  c )  =  ( a  A b )  .  c '

2 )  a  +  c - b  +  c  e q u i v a l e n t e  a  a  A  b  í  c

S O L O C I O N  :

1) (a  +  c )  A (b  +  c )  ■ ( ( a  +  c )  .  (b  +  c ) ' )  +  < (b  +  c )  .  (a  +  c ) ' )

-  ( ( a  +  c )  . ( b '  +  c ' )  +  « b  +  c )  .  ( a '  +  c ' )

-  (a  . b '  .  c ’ )  +  ( c  . b '  . c ’ > +  ( b  . a '  .  c ’ )  +  ( c  . c ’ )

-  (a  .  b '  .  c ' )  +  ( b  . a '  .  c ' )

-  ( ( a  .  b ’ > +  (b  . a ' ) )  .  c '

-  (a  A b )  .  c '

J u A t i f íq u u e  cada uno de to&  paAo& en e¿a cateada de iguaidade& .

2) Supónganos a c •  b +  c

(a  A b )  +  c (a  . b ’ )  +  (b  .  a ’ )  +  c

(a  . b * )  +  C(b +  c )  .  ( a '  +  c ) )

( a  . b ' )  +  ( ( a  +  c )  .  ( a '  +  c ) )  ,  por  h ip ó t e s is

(a  . b ' )  +  ( ( a  . a ’ )  +  c )

(a  . b ' )  +  c

(a  + c )  .  ( b * +  c )  ,  propiedad d i s t r i b u t i v a

(b  + c )  .  ( b '  +  c )  ,  por h ip ó t e s is

(b  . b ’ )  +  c

entonces a A

c 

í  c

Recíprocamente s i a A b  í  c  entonces (a  A b )  .  c '  í  c  .  c ’  =

luego (a  A b) .  c ’  ■» 0 . Ap licando e s t o  en 1) s e  ob t ien e  :

(a  +  c )  A (b  +  c )  -  0 de donde se ob t ien e  que a + c - b + c

0.

La o p e ra c ió n  A &e H orra  d i fe r e n c ia  t im lV U c a .  Re cu tn d e te  t a  d e f in ic ió n  

i n t u i t i v a  de t a  t e o n ia  de c o n ju n to t  en un d ia gu a m  de Venn.

 o o o O o o o -----

3 . 1 6 .  D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s  e c u a c i o n e s  :

a )  a  A b  =  b  A a  ,  b )  a  A a  =  0 ,  a  A 0 =  a

S O L O C I O N  :

a )  a A b  -  ( a . b 1)  +  ( b . a ' )  -  ( b . a ’ )  +  ( a . b ’ )

b )  a A a  -  ( a . a ' )  +  ( a . a ' )  = 0 + 0 - 0

c )  a A 0  -  ( a . O ' í  +  ( 0 . a ’ )  -  a +  0  -  a

b A a



3 . 1 7 . ,  S e  c o n s i d e r a  e l  á l g e b r a  d e  B o o l e  d e  d o s  e l e m e n t o s . J o  

c o n  l a s  s i g u i e n t e s  t a b l a s  :

+ 0 1
*  1 °

1 • a a '

0 0 1 0 I 0 0 0 1

1 1 1 1 1 0 1 1 0

y  s e  d e f i n e  l a  o p e r a c i ó n  :

a A  b  =  ( a . b * )  + ( b . a ' )

a )  H a l l a r  l a t a b l a  d e  e s t a  o p e r a c i ó n  l l a m a d a  " ¿ ¿ m i t o t e a

b )  D e m o s t r a r q u e s e  v e r i f i c a  l a  p r o p i e d a d  a s o c i a t i v a ,  e:

a A ( b  A c ) =  ( a  A b )  A c
{ S E L E c n m

S  O  L  0  C I  ( )  R  :

a )  Tab la  de a A b es l a  s i g u i e n t e  : 0 1

corso puede comprobarse según l a  de 0 0 1

f i n i c i ó n . 1 1 0

A (b  A c )  - (a A b ) A c

l l 1 0 1 1 0 1 1 1

1 0 1 1 0 1 0 1 0 0

1 0 0 1 1 1 1 0 0 1

1 1 0 0 0 1 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 1 0 1

0 1 1 1 0 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Los r e s u l ta d o s  ob ten idos  en cada miembro son i g u a le s .

 o o o O o o o -----

D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s  e c u a c i o n e s  d e l  A l g e b r a  d e l3 . 1 8 .

B o o l e  s

a )  a . ( á  +  b )  = a . b

b )  a  + (a  . b )  *  a  + b

S O L O C I O M  :

a )  a . ( a  +  b )  -  (a  .  á )  +  (a  . b)

-  0  + (a  . b)

-  a .  b

b )  a  +  ( á  .  b) -  ( a  +  ¡ )  .  ( a  +  b)

-  1 .  (a  +  b)

-  a +  b

, prop iedad d i s t r i b u t i v a  

, l e y  de complementación 

, p rop iedad  d e l  c e ro  

, prop iedad d i s t r i b u t i v a  

,  l e y  de complementación 

,  p rop iedad  d e l  uno.



3 .1 9  . D e t e r m i n a r  la  e x p r e s i ó n  r e p r e s e n t a d a  p o s  l o s  s i g u i e n t e s

c i r c u i t o s  :

- < k 5 h
F íg . a r x s .b

S O L Q C  I  O  ■  :

a ) a  . (a + b ) .  a '

b ) ( a  .  b '  .  (a  +  b ) )  +  ( b  .. c ' )

Wó t e t e  que  e t  « co v it t p o n d e  a  l o t  ¿ n t e s o iu p ío t e t  en p á s ta te lo  y

e l  .  co n s ie tp o nd e  a  t o 6 ¿n te s ism p tone*  en 6e /U e .

 o o o O o o o -----

3 - 2 0 - C o n s t r u i r  e l  c i r c u i t o  c o r r e s p o n d i e n t e  a  l a s  s i g u i e n t e s  

e x p r e s i o n e s  :

1 - )  ( a  +  b )  .  ( a '  .  ( c '  +  a ) )

2 o )  ( a  .  b )  +  ( C  +  ( c  .  b ) )
IJRV-III-J2I

S O L ü C I O M  :

a)

b)

3 . 2 1 .

c u i t o  :

E s c r i b i r  l a  e x p r e s i ó n  r e p r e s e n t a d a  p o r  e l  s i g u i e n t e  c i r -

S O L D C I O M  :

L a  e x p r e s i ó n  d a d a  por  e l  c i r c u i t o  es  l a  s i g u ie n t e  : 

( ( a  . b * )  +  c*>  .  c



3 . 2 2  .  R e p r e s e n t a r  g r á f i c a m e n t e  e l  c i r c u i t o  d e f i n i d o  p o r  l a  s i  

g u i e n t e  e x p r e s i ó n  :

( a  .  b * )  + ( ( a '  .  b ' )  + c )

S O L U C I O N  :

El c i r c u i t o  que determina grá f icam ente  e s ta  exp res ión  es  :

a    b* •

  b'

 o o o O o o o ----

3 . 2 3  .  U n  j u r a d o  e s t á  c o m p u e s t o  p o r  t r e s  m ie m b r o s .C a d a  u n o  v o t a  

p r e s io n a d o  u n  b o t ó n .  D i b u j a r  u n  e s q u e m a  d e  u n  c i r c u i t o  e n  e l  q u e  

s e  e n c i e n d a  u n a  b o m b i l l a  c u a n d o  a l  m e n o s  d o s  m ie m b ro s  d e l  j u r a d o  

v o t e n  s í .  ( R a z o n a r  ú n i c a m e n t e  c o n  l o s  c i r c u i t o s )

S  O  L  U  C  I  O

b

b

b '

b

La expres ión  de e s t e  c i r c u i t o  es  la  s ig u ien te  :

( a . b . c )  +  ( a . b . c ' )  +  ( a . b ' . c )  +  ( a ' . b . c )

Veamos que e s t e  c i r c u i t o  cumple l a s  cond ic iones  d e l  enunciado.

a )  S i  l o s  t r e s  votan que s í  l a  c o r r i e n t e  pasa por e l  h i l o  1

b )  S i  a  y b  votan que s í  la  c o r r ie n te  pasa por e l  h i l o  2 , puesto.que a l  v o ta r  

c no , c '  e s  s í .

c )  S i  a  y c  votan que s í  l a  c o r r i e n t e  pasa por e l  h i l o  3 ,  puesto que a l  votar  

b no ,  b '  es  s í .

d) S i  b  y c  votan que s í  l a  c o r r i e n t e  pasa por e l  h i l o  4 ,  puesto que a l  votar  

a no ,  a '  es  s í .

e )  Cuando dos cu a lesqu ie ra  vo tan  que no l a  c o r r i e n t e  no pasa n i  por

1 ya que hay dos in te r ru p to re s  a b i e r t o s ,  n i  por  l o s  h i l o s  r es ta n tes ,  por 

l a  misma razón.

f )  S i  no v o ta  ninguno de l o s  t r e s  que s í  es  e v id e n te  que no pasa c o r r i e n t e  por 

ninguno de l o s  h i l o s .



3 . 2 4  . D e m o s t r a r  m e d ia n t e  u n a  t a b l a  d e  r e s p u e s t a  l a  e q u i v a l e n 

c i a  d e  l o s  s i g u i e n t e s  c i r c u i t o s  :

a )  ( a  + b )  .  a  -  a

b )  ( a  .  b )  + a  -  a

: 3 4

datos son

b)

Las columnas datos son :  1 ,3,5 ,7

-  de la s  columnas 1 y  3 se  ob t ien e  la  2 ;

-  de la s  columnas 2 y 5 se  ob t ien e  la  4 ( r e su l ta d o  de l primer miembro)

-  de la s  columnas 4 y  7 se  ob t iene  la  6  ( r e su l ta d o  f i n a l ) .

Por tan to ,  se  t i e n e  una equ iva lenc ia  en tre  c i r c u i t o s .

 o o o O o o o -----

3 . 2 5 .  S e  r e ú n e n  l o s  r e p r e s e n t a n t e s  d e  E s t a d o s  U n i d o s , I n g l a t e r 

r a , F r a n c i a , B ó l q i c a , H o l a n d a  y  D i n a m a r c a . E s t a d o s  U n id o s  t i e n e  d e r e 

c h o  a l  v e t o , l o  m ism o  q u e  I n g l a t e r r a  y  F r a n c i a  j u n t o s  y  l o  m ism o  

q u e  l o s  t r e s  r e s t a n t e s  j u n t o s .  E n  l o s  d e m á s  c a s o s  c u a l q u i e r  d e c i 

s i ó n  q u e  s e  to m e  e s  v á l i d a .  D i b u j a r  u n  e s q u e m a  d e  u n  c i r c u i t o  en  

e l  q u e  s e  e n c i e n d a  u n a  b o m b i l l a  a l  t o m a r  u n a  d e c i s i ó n .

S O L U C I O N :

a )  Estados Unidos t ien e  derecho a l  v e to ,  luego e l  c i r c u i t o  será

b )  F ranc ia  o In g la t e r r a  t ienen  derecho a l  v e to ,  pero juntamente, no coda uno 

de e l l o s , lu e g o  estarán en p a ra le lo  y e l  c i r c u i t o  a n te r io r  se  completará

• a s f :

c )  Bélgica.Dinamarca y Holanda también t ienen  derecho a l  v e t o  pero juntas .no 

separadamente, luego ha de e s t a r  en p a ra le lo  y e l  c i r c u i t o  f i n a l  será  :



3 .2 6  . C o n s t r u i r  u n a  t a b l a  d e  r e s p u e s t a  p a r a  l a s  s i g u i e n t e s  e-

q u i v a l e n c i a s  d e  c i r c u i t o s  :

a )

b )

S O L U C I O N  :

a)

.  ( b  .  c )  = ( a  .  b )  .  c  

+ (b  + c )  = ( a  + b )  + c

b)

a • ( b • c) " (a • b) • c

1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0

1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7 s 9 10 11

a + ( b + c) ( a + b) + c

1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1

l 1 I 1 0 l 1 1 1 1 0

1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1

1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0

0 1 l 1 ' 1 l 0 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

r 2 3 4 5 6 7 s 9 10 I I

l a  o b te n c ió n  de (a&  &uce&¿va&  co lu m a t ,  ¿e  h a ce  como h e rró , v l ¿ t o  e n  t a i  

t a b la *  d e  ló g ic a .

Las columnas 1 ,3 ,5 ,7 ,9 ,1 1  son la s  columnas de datos.

De l a s  columnas 3 y  5 se ob t ien e  l a  4 , y

de l a  4 y 1 l a  columna 2 que es  e l  resu ltado  d e l  primer miembro 

De l a s  columnas 7 y 9 se ob t ien e  l a  8 ,  y

de la  8 y 11 l a  columna 10  que es e l  r esu ltado  d e l  segundo miembro.

De la s  columnas 2 y  10 (que son ig u a le s )  se ob t ien e  f ina lm ente  l a  columna 

b que demuestra l a  equ iva len c ia  de l o s  c i r c u i t o s .

 o o o O o o o -----



( a  +  b ) * =  a '  . b '

3 . 27. C o n s t r u i r  la  t a b l a  d e  r e s p u e s t a  p a r a  la  s i g u i e n t e  e q u i 

v a l e n c i a  d e  c i r c u i t o s  :

( J  R V - U I - i
S O  L  0  C I  O

a b a ' b* a +  b ( a  +  b ) ' a ’ . b ’ ( a  +  b ) *  ■ a ’ . b ’

1 1 0 0 1 0 0 1

I 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0 0 1

0 0 1 1 0 1 1 1

S e  t r a t a  d e  una e q u i v a l e n c i a  d e  c i r c u i t o s  p u e s to  que l a  columna de r e s u l t a d o s  

e s  to d a  de unos.

 0 0 0 O0 0 0 -----

3 .  2 8 .  D e m o s t r a r  q u e  ( a 1)  '  ■  a

S  0  L  U C I 0 N :

a a ’ ( a 1) ’ <a’ ) '  -  a

1 0 1 1

0 1 0 1

 o o o O o o o -----

3 . 2 9  . C o n s t r u i r  una t a b l a  d e  r e s p u e s t a  p a r a  l a  s i g u i e n t e  e q u i 

v a l e n c i a  d e  c i r c u i t o s :

a  +  ( b  . c )  =  (a  +  b )  .  ( a  +  c )

S O L U C I O N  : U B M I I - H »

HOTA :  E&ta p rop ied a d  u  l a  d ú tA lb u t iv a .  Ve una m nena andloga  ¿e d e m u V ia  

la  p rop ied ad  dual, de t i l a :

a  . (b ♦ c )  »  ( a . 6) ♦ (a . c )



3 . 3 0  .U n a  m áqu ina  i n d i c a d o r a  d e  m a y o r í a  d e  v o t o s  com p ren d e  t r e s

i n t e r r u p t o r e s , x , y , z ,  y  una lá m p a ra .L a  lá m p a ra  s e  e n c i e n d e  cuan do  

s e  o b t i e n e n  d o s  o  más v o t o s  f a v o r a b l e s . D i b ú j e s e  e l  c i r c u i t o  d e  e s 

t a  m á q u in a ,  h a c i e n d o  p r e v i a m e n t e  l a  t a b l a  d e  r e s p u e s t a s .

S O L U C I O N :

La s i g u i e n t e  ta b la  in d ic a  o  muestra la s  d i f e r e n t e s  p os ib i l id a d e ;

X y  * lámpara -  I.

1 i  ¡ 1 x . y . z

1 1 0 1 x . y . z '

1 0 1 1 x . y ' . z

1 0  0 0

0 1 1 ¡  x ' . y . z

0 1 0 0

0 0 f 0

0 0  0 0

L a  función  boo leana v ie n e  dada p or  :

L -  x . y . z  •*  x . y . z '  +  x . y ' . z  +  x * . y . z

Y e l  c i r c u i t o  e s  e l  s i g u i e n t e  :

- * - t i  -  ?y

—  x  —  y —  z —

---------o o oO o o o —

3 . 3 1  . C o n s t r u y e  un c i r c u i t o  e q u i v a l e n t e  a l

s i g u i e n t e  d ado  en  l a  f i g u r a  a .  U W - I I I - M )  

S O L U C I O N  :

La f u n c i ó n  d e l  c i r c u i t o  es :

B •  x . y  ♦  x . y '  ♦  x ' . y '  -  x . ( y  ♦  y ' )  ♦  x \ y '

-  x .1  ♦  x ' . y '

-  x  ♦  x ' . y '

-  ( x  ♦  x ' ) . ( x  ♦  y * )

-  I  .  ( *  ♦  y ’ j

-  x  ♦  y*

E l c i r c u i t o  s i n p l i f i c a d o  e s tá  dado en l a  f i g u r a  b.

X ------- y

x ----  y '
x ' —  y

Ü 9 - *

6 < 9 .b



3 . 3 2 .  E n  u n  c o h e t e  h a y  t r e s  h o m b r e s  c a d a  u n o  c o n  u n  i n t e r r u p 

t o r . S e  e n c i e n d e  u n a  l u z  r o j a  c u a n d o  u n o  c u a l q u i e r a  d e  e l l o s  s e ñ a l a  

p e l i g r o ,  y  s e  e n c i e n d e  u n a  l u z  v e r d e  c u a n d o  l o s  t r e s  s e ñ a l a n  q u e  

s e  p u e d e  s e g u i r  l a  m a n i o b r a .

D i b ú j e n s e  l o s  c i r c u i t o s .

S O L D C  I O N  :

S i  x , y , z  son  l o s  in t e r r u p t o r e s  y R l a  lu z  r o j a  y  V l a  lu z  v e rd e  ,  en tonces 

s e  t i e n e  l a  s i g u i e n t e  t a b la  en l a  que s e  muestran la s  d i f e r e n t e s  p o s ib i l i d a d e s  

y sus r e s u l t a d o s .

x y Z R V

I :  p e Z ig x o 1 1 1 1 0

0 :  a d e la n te 1 1 0 1 0

I 0 1 1 0

1 0 0 1 0

0 ) 1 ¡ 0

0 I 0 1 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1

La func iSn  boo lenna de R ( l u z  r o j a ) v i e n e  dada por  :

R • x . y . z  + x . y . x '  +  x . y ' . z  +  x ' . y . z  ♦  x . y \ . z '  ♦

• ( x ' . y ' . i t’ ) *

■ x  +  y  + z

La fu nc ión  boo lcana de V ( l u z  v e rd e ) v i e n e  dada por  :

V -  x ' . y ' . z '

H6t u e  q u e  t e u  i u n i i o n u  dada*  p o n  R y  V son co * p ¿ e n * e n ta u a ¿ .

E l  c i r c u i t o  de l a  fu nc ión  R e s  :

X -

y -
z -E

E l c i r c u i t o  de l a  fu n c i6 n  V e s  :

y - z '

 0 0 0 O0 0 0 -----



3 .  3 3 -  E s c r i b i r  l o s  n ú m e r o s  1 2 ,  5 7 ,  4 2 3  e n  e l  s i s t e m a  b i n a r i o .

( J R V - I I I - I )

S O L O C I O N  :

1 2 / _ 2 _

0 6 /  2 

0  3 /  2

I 1 Por  t a n t o ,  12 -  l  1 0 0 (2

5 7 ¿ _ 2 _  

1 28 

0

2

14

0

Por  ta n to  ,  57 -  1 1 1 0 0 1 (2

423

1

2

2 1 1

1

2

105

1

2

52

0

2

26

0

2

13

1

Por  t a n to ,  423 -  110100111 (2

 o o o O o o o ------

3 - 3 4 .  D a d o s  l o s  n ú m e r o s  1 0 0 0 1 0 1  y  1 0 0 0 1  e s c r i t o s  

e n  e l  s i s t e m a  b i n a r i o , p a s a r l o s  a l  s i s t e m a  d e c i m a l .

S O L O C I O N  :

1 0  0  0  1 0  1 (2 1.26 +  1 .2 2 + 1 - 6 4 + 4 + 1 - 6 9

1 0  0  0 1( 2 -  1. 2 + 1 - 1 6 + 1 17

También se puede a p l i c a r  la  r e g l a  de R u f f in í .V eam o s  cémo s e  hace para e l  p r i 

mer número :
1 0 0 0 l 0 1

2 1 2 4 8 16 34 68

1 2 4 8 17 34 /69



3 . 3  5 . E f e c t u a r  l a s  s i g u i e n t e s  s u m a s  e n  e l  s i s t e m a  b i n a r i o :

1 0 1 0 0 0 1  1 1 0 1

+ 1 1 1 1 1 0 1  + 1 1 1 0 1 1

(JRV-II I-31
S O L O C I O H  :

1 0  1 0 0 0 1 1 1 0  1 

+ 1 1 1 1 1 0 1  + 1 1 1 0 1 1

1 1 0 0 1 1 1 0  1 0 0 1 0 0 0  

 o o o O o o o ----

3 . 3 6  ,  E f e c t u a r  l a  o p e r a c i ó n  s i g u i e n t e  o p e r a c i ó n  e n  b a s e  d o s  

1 1 0  1 1 1 1  

1  1 0 0  0  1

S O L O C I O N  :

1 1 0  1 1 1 1  

1 1 0  0  0  1

1 1 1 1 1 0

— o o o O o o o ----

3 . 3  7 .  E f e c t u a r  e l  s i g u i e n t e  p r o d u c t o  e n  e l  s i s t e m a  b i n a r i o :

1 1 0  1 1  

x 1 1 0  1
-------------------------  (JRV-II1 -5 )

S O L O C I O H  :

1 1 0  1 1  

x 1 1 0  1

1 1 0  1 1  

1 1 0  1 1 0  

1 1 0  1 1

1 0  1 0  1 1 1 1 1

 o o o O o o o - -



3 . 3 8  . D e t e r m í n e s e  e l  m áx im o  nú m ero  c u y a  r e p r e s e n t a c i ó n  d e  b a s e  

2  t i e n e  c i n c o  c i f r a s .
I S í L E C T W m  - 1975- JW - I1M 6 )

S O L U C I O N  :

Las c i f r a s  en e l  sistema b in a r io  o de base dos son : 0,1 

E l número mayor de c inco  c i f r a s  en base dos s e rá  entonces :  11111

Se t r a t a  de expresar  e s te  número en base 10.

! l ! l l (2 -  1.2A +  1.23 ♦  1 .22 +  1.2* +  1 .2°

(2

-  16 

-  31

+  4 +  2 + 1

 o o o O o o o -----

3 . 3 9  ,  S e  d e s e a  o b t e n e r  una c o l e c c i ó n  d e  p e s a s  d i s t i n t a s  t a l e s

q u e  c o n  e l l a s  s e  p u ed a  p e s a r  c u a l q u i e r  c a n t i d a d  e x a c t a  d e  k i l o s  

d e  1 a  1 5 . H a l l a r  e l  nú m ero  m ín im o  d e  p e s a s  q u e  d e b e n  a d q u i r i s e  e  

i n d i c a r  c u á l e s  s o n .

S O L U C I O N  :

Como la s  pesas han de s e r  d i s t in t a s ,  basta  expresar  e l  número 15 en sistema b i 

n a r io  .

15 -  I I 11(2

Por tan to ,  se  n eces i ta  una pesa de 8 k i l o s  ,  o t r a  de 4 . o t r a  de 2 y o t ra  de 1

E l número de pesas para cada uno de lo s  k i l o s  de 1 a 15 v iene  expresado en e l  

s i g u ien te  cuadro:

PESAS DE

& kg 4 kg 2 kg



4 APLICACIONES
en e l  que 6e d i& a v io lla n  lo ó  ¿ ig u ie n te ó  rntUeMas:

1. PRODUCTO CARTESIANO

2. PROPIEDADES

3. CORRESPONDENCIAS

4. APLICACIONES

5. TIPOS DE APLICACIONES

6. CARDINAL DE UN CONJUNTO

7. CARDINALES DE CONJUNTOS FINITOS

8. CARDINAL DE LA UNION DE CONJUNTOS



4 . 1 .  C o n s id e r e m o s  e l  c o n j u n t o  H f o r m a d o  p o r  l o s  g r u p o s  s a n 

g u í n e o s , e s  d e c i r ,  M =  { A , B , 0 , A B } ,  y  s e a  N =  {R h + ,R h ” ) .  C a l c u l a r  

l o s  d i s t i n t o s  g r u p o s  d e  s a n g r e  q u e  s e  p u e d e n  f o r m a r .

S O L U C I O N  : ( J M M I M I

Los  d i s t i n t o s  grupos  d e  s a n g re  v i e n e n  dados  p or  l o s  e le m e n to s  d e l  p rodu cto  

c a r t e s i a n o  M x N  .  E l  s i g u i e n t e  d iagram a en á r b o l  nos da  l o s  d i f e r e n t e s  grupos  

de san gre  y  su número :

■

Rh4

Rh'

RhH

Rh'

RhH

Rh'

H x n

(A,Rh+ )

(A ,Rh~ )

(B,Rh+ )

(B .Rh")

(0,Rh+ )

(0,Rh~)

(AB,Rh+ )

(AB.Rh")

E l  número de gru pos  d e  s a n g re  e s  8.

 OOOOOOO-----

4 . 2 .  R e p r e s e n t a r  g r á f i c a m e n t e  l o s  e l e m e n t o s  d e l  p r o d u c t o  c a r 

t e s i a n o  d e l  e j e r c i c i o  a n t e r i o r  .  (JRV-IV -51

S O L U C I O N  :

Rh

Rh'

(A.Rh‘ 1 (B .R h ' l  JO.Rh')
i i i

(AB.Rh

(A,Rh j (B.Rh J (0.
i i i

8 AB

Los  pun tos  d e l  d iag ram a c a r t e s i a n o  v i e n e n  dados  p o r  l a  i n t e r s e c c i ó n  de

-  r e c t a s  p a r a l e l a s  p o r  l o s  puncos d e l  c o n ju n to  M a l a  r e c t a  que  con

t i e n e  l o s  pun tos  d e l  c o n ju n to  N

-  r e c t a s  p a r a l e l a s  p o r  l o s  pun tos  d e l  c o n ju n t o  N a l a  r e c t a  que con 

t i e n e  l o s  pun tos  d e l  c o n ju n to  M.



4 . 3  . D e m o s t r a r  q u e  s i  A '  y  B '  s o n  d o s  c o n j u n t o s  n o  v a c í o s , l a

r e l a c i ó n  A *  x  B '  C  A  x  B e s  e q u i v a l e n t e  a  A ' C  A  y  B '  C  B

S O L U C I O N  :

a )  L a  r e l a c i ó n  ( a , b )  G A ' x  B '  * »  a G  A '  y  b £ B '

•  a  £ A  y  b G B  p or  e s t a r  A ' C  A y  B’ C  B

=» ( a . b )  G A x  B 

P o r  t a n t o  A ' C  A y  B '  C  B i m p l i c a  q u e  A '  x  B '  C  A x  B

b )  R ec íp r o c a m en te :

1 ) S ea  x  un e le m e n to  d e  A ' ,  p u e s to  que  B '  e s  un c o n ju n t o  no  v a c í o , e x i s t e  un 

e l e m e n to  y  G B ’  t a l  q u e  ( x . y )  G A '  x  B '  d e  donde  ( x , y )  G A x  B

y  p o r  c o n s i g u i e n t e  x  G  A l o  que  dem u es tra  que  A ' C  A .

2 )  Sea  y  un e l e m e n to  d e  B ’  , p u e s t o  que  A' e s  un c o n ju n t o  no v a c í o , e x i s t e  

un x  G A '  t a l  que  ( x . y )  G A '  x  B '  d e  donde ( x , y )  G  A x  B y  p o r  

c o n s i g u i e n t e  y  G B l o  que  dem u es tra  que  B' C  B

 o o o O o o o ------

4 .  4 . D e m o s t r a r  q u e  l a  r e l a c i ó n  A  x  B =  0  e s  e q u i v a l e n t e  a 

A  =  0  o  B  =  0  .

S O L U C I O N  :

En e f e c t o ,  l a  r e l a c i ó n  z  G A  x  B i m p l i c a  q u e  p r ^ z )  G  A y  p r 2 ( z )  G B, 

l u e g o  A i  0  y  B j* 0  .

R e c íp r o c a m e n t e , l a  r e l a c i ó n  x  G A y  x  G B i m p l i c a  l a  r e l a c i ó n  ( x . y )  G  A x  B, 

y  p o r  c o n s i g u i e n t e  A x  B i  0.

A l  s e r  l a s  p r o p o s io n e s  " A  x  B i  0 "  y  "  A  i  0  y  B i  0 "  e q u i v a l e n t e s ,  l o  

mismo sucede  con  l a  n e g a c ió n  d e  ó s t a s  , de d on d e  s e  s i g u e  e l  en u n c ia d o .

 o o o O o o o ------

4 .  5 *  R e p r e s e n t a r  e n  un  d i a g r a m a  d e  f l e c h a s  e l  p r o d u c t o  c a r t e 

s i a n o  d e  A  =  { 1 , 2 , 3 }  p o r  B =  { a , b , c }

S O L U C I O N  :

A x B «  { ( 1  , a )  , ( 1  , b )  ,  ( l , c )  , ( 2 , a )  ,  ( 2 , b )  , ( 2 , c )  , ( 3 , a )  ,  ( 3 , b )  , ( 3 , c ) }

y  su d ia g ra m a  d e  f l e c h a s  :

A



6 -  D e m o s t r a r  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s  d e l  p r o d u c t o  c a r t e 

s i a n o  :

a )  A  x (B  U  C ) ■  ( A  x  B ) U  (A  x  C )

b )  A  x (B  O  C )  -  (A  x  B ) n  (A  x C )  (J W - IV -3 )

S O L D C I Q H  :

a )  Para deoos tra r  e s ta  igualdad tendremos que v e r  que se  cumple l a  dob le  in c lu -  

sifin.

1 )  Veamos que A x (B U  C) C (A x B) U (A X C)

(a . b )  G  A x (B U C) -  a G A  y b G ( B U C )

a G A  y  ( b G B o  b  G C)

•  ( a G A  y  b G  B ) o  (a  G A y  b G C)

-  ( a , b )  G A x  B o  ( a , b )  G  A x  C

-  ( a , b )  G (A  x B) U (A x C)

2) Veamos ahora que (A x  B) U  (A  x  C) C  A x  (B  U  C)

(a .b )  G (A  x  B) U  (A  x  C ) -  ( a . b )  G  A x B o ( a . b )  €  A X  C

-  ( a G A  y  b G B)  o  ( a G A y  b G C )

-  a G A  y  b G B U C  

*  ( a . b )  G  A x  (B U  C)

Luego de la s  dos in c lu s io n es  de 1) y 2 )  se deduce l a  propiedad a)

b )  La demostración de e s ta  propiedad es análoga a la  a n te r io r .

1) Veamos que A x (B  n  C ) C  (A  x  B) O  (A  x  C)

( a . b )  G A x (B  n  C) -  a G A  y  b G B n C

a G A  y  ( b  G  B y b G C )

-»  ( a G A  y  b G  B)  y ( a G A  y b G C )

-> ( a . b )  G  A x B y  ( a . b )  G  A x  C

(a . b )  G (A x B) n  (A  x  C)

2 )  Veamos ahora la  o t r a  in c lu s i6 n .e s  d e c i r ,

(A  x B) O  (A x C) C A x (B H  c )

(a .b )  G (A  x  B) n  (A  x  C ) •  ( a . b )  G  A x  B y ( a . b )  G A x C

-* ( a G A  y  b G B ) y ( a G A y b G C )

■* a G A  y ( b G B y  b G C )  

a G A  y  b  G B O  C

-  ( a . b )  G A x (B O C)

Por tan to ,  de la s  in c lus iones  demostradas en lo s  apartados 1) y  2 )  se  t ien e  

l a  igualdad de lo s  con juntos dados en b ) .

 o o o O o o o ----



4 .  7. D a d o s  l o s  c o n j u n t o s  d e  p a l a b r a s  s i g u i e n t e s  :

A  =  { T o r m e n t a , c o c h e , b a r c o , c r u s t á c e o , I n g l a t e r r a , i n s e c t o , p é n d u l o )  y 

B =  ( R u e d a , a n c l a , r e l o j . r e l á m p a g o , L o n d r e s , m o s q u i t o , c e n t o l l o ) , 

s e  p i d e  e s t a b l e c e r  una c o r r e s p o n d e n c i a  l ó g i c a  e n t r e  l o s  e l e m e n t o s  

d e  A  y  l o s  d e  B .  ( J R f - I V - 9 )

S O L U C I O N  :

La correspondencia natura l en t r e  lo s  conjuntos A y  B v iene  dada por :

A  ------------------ f -----------------► B

Tormenta ----------------------- ►  Relámpago

Coche ^  Rueda

Barco —  ^  Ancla

Crustáceo --------------------- ►  C en to l lo

In g la t e r r a  --------------------- ►  Londres

In sec to  -------------------------►  Mosquito

Péndulo -------------------------►  R e lo j

 oooOooo----

4 ,  8 .  D e f í n a s e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  r e c í p r o c a  d e l  e j e r c i c i o  a n -  

t e r i o r .  (JR V -I IM 0 I

S O L U C I O N :

S i  f  es  l a  correspondencia de A en B ,  entonces la  correspondencia rec íp roca

,-1
f  * v ie n e  dada por :

A

Relámpago ^  Tormenta

Rueda   Coche

Ancla Barco

C en to l lo  --------------------- ►  Crustáceo

Londres -  » •  In g la t e r r a

Mosquito ^  Insecto

R e lo j  »  Péndulo

NOTA: Tanto ¿a c o v iu p o n d e n d a  í  como la  coK A U p cn d en d a  ¿ 1 ¿on

a l  K p U ca d o n tA  

b| K p l ic a d o n u  ¿n y ic tiva &  

e l  K p l ic a d o n u  A u p n a y id iv cu  ,  y  poa ta n to

d ] A p l ic a d o m a  b iy c d iv a A .



4 .  9 .  S e a n  M ■ N =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) .  S e  d e f i n e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  

f  q u e  a s i g n a  a  c a d a  e l e m e n t o  s u  s i g u i e n t e .  C a l c u l a r  :

I o )  I n ( f )

2 o )  F i n ( f )

3 o )  O r ( f )

S O L U C I O N

4 » )  l m ( f )

5 o )  ¿ E s  f  una a p l i c a c i ó n ?

6 o )  ¿ E s  f _ 1  una a p l i c a c i ó n ? .

I J R V - I V - I 3 )

3o)

4 ° )

5“ >

6 # )

O r ( f )  -  (1 ,2 ,3 ,4 }  

I m ( f )  -  { 2 , 3 ,4 . 5 }

, puesto que e l  número 5 no t i e n e  imagen en N 

, puesto que e l  número 1 no t i e n e  o r i g i n a l  en M

f  no e s  una a p l i c a c ió n  ,  puesto que O r ( f )  i  I n ( f )

f  tampoco e s  a p l ic a c ió n  , ya que e l  número 1 €  N no t i e n e  imagen en M.

 o o o O o o o -----

4 . 1 0 . S ea  e l  c o n j u n t o  A  =  { 2 , 3 , 4  , 5 , 6 , 7 } .  D e f i n i m o s  una c o r r e s  

p o n d e n c i a  e n t r e  e l  c o n j u n t o  A  y  s i  m ism o ,  d e  m an era  q u e  a c a d a  nú

m e ro  im p a r  l e  h a c e m o s  c o r r e s p o n d e r  e l  m ism o y  a  c a d a  nú m ero  p a r  l e  

h a cem os  c o r r e s p o n d e r  s u  m i t a d .  C a l c u l a r  :

I o ) O r C f )

2 o )  l m ( f )

3o )  ¿E s  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  f  una a p l i c a c i ó n  ? .

S O L O C I O N  : ( J W - I I M 5 I

2 * )  Im ( f )  -  { 2 , 3 ,5 . 7 }

3®) La correspondencia f  no e s  una a p l i c a c ió n  ya que O r ( f )  i  I n ( f ) .  Nótese 

que e l  número 2 no t i e n e  imagen.



| | .  S e a  A  -  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  y  B = { a , b , c , d ) .  S e  d e f i n e  l a  c o r 

r e s p o n d e n c i a  f  d e  l a  s i g u i e n t e  fo r m a  :

f  -  { ( l , a ) ,  ( l , c ) ,  ( 2 , b ) ,  ( 3 , b ) ,  ( 3 , c ) )

C a l c u l a r  :

1 * )  I n ( f )  5 ° )  f ( l )

2 • )  P í n ( f )  6 ° )  f ( 5 )

3 * )  O r ( f )  7o )  f ” 1 ( a )

4 ° )  I m ( f ) 8o)  ff‘ l {d )

S O L U C I O N  :

9o ) . S e  v e r i f i c a  1 f  a  ,  2 f  a  ? .

i j w - i v - m :

l ( i , l ( e , 2 f b , 3 f b , 3 f c

también, f ( l )  -  a  .  f ( l )  -  c  ,  f< 2 )  -  b .  f ( 3 )  -  b ,  f ( 3 )  •  c

I n ( f )  -  A 

F i n ( f )  •  B

Or( f )  ■ { 1 , 2 ,3 )  . Nótese que e l  1 no t i e n e  ninguna imagen 

Im ( f )  •* ( a . b . c )  .  Nótese que d no t i e n e  o r ig in a l .  

f ( l )  -  la ,  c )

f ( 5 )  ■ 0 ,  puesto que e l  3 no t i e n e  ninguna imagen.

f ' ‘ ( a )  -  { ! )  

f _ I (d )  -  0

l í a  es  c i e r t a  puesto que e l  1 e s tá  re lac ionado con la a 

2 f  a en f a l s a  puesto que e l  2 no e s tá  re lac ionado con la  a.

 o o o O o o o -----

4 . 1 2  . D i b u j a  un d ia g r a m a  c a r t e s i a n o  d e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  dada  

e n  e l  e j e r c i c i o  a n t e r i o r .



4 . 1 3  . P o n e r  un e j e m p l o  d e  a p l i c a c i ó n  q u e  s e a  i n y e c t i v a  p e r o  no

s u p r a y e c t i v a  \ J K V - 1 V - 1 7 )

S O L O C I O M  :

a )  La a p l i c a c ió n  represen tada en e l  s i g u ie n t e  diagrama de Vcnn e s  una a p l ic a c ió n

in y e c t i v a  pero  no su p ra yec t iva .  Los números 5 y 7 do t ienen  o r i g i n a l .
f

A

A  =  ( a , b , c , d , e )

B =  ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 1

b ) La s i g u ie n t e  a p l ic a c ió n

e s  in y e c t i v a  pero  no suprayec t iva .So lam en te  l o s  cuadrados p e r f e c t o s  t ienen  

o r i g i n a l .

 o o o O o o o -----

4 . 1 4 .  P o n e r  un e j e m p l o  d e  a p l i c a c i ó n  q u e  s e a  s u p r a y e c t i v a  p e r o  

n o  i n y e c t i v a .
I J K V - 7 V - 1S)

S O L O C I O M  :

a )  La a p l i c a c ió n  represen tada en e l  s i g u i e n t e  diagrama de Venn e s  una a p l i c a 

c ió n  su p rayec t iva  pero  no e s  in y e c t i v a ,p u e s to  que d y e  t ien en  l a  misma ima

gen en B ,  e l  número 4.

A f  n
A  =  { a , b , c , d , e l  

B =  ( 1 , 2 , 3 , 4 1

b) La a p l i c a c ió n  f :  k   ►  R+

x  ---------- ►  f ( x )  -  x2

es una a p l i c a c ió n  su p rayec t iva  pero no e s  i n y e c t i v a ,  puesto que

f ( 2 )  -  f ( - 2 )  -  4

 o o o O o o o -----



4 . 1 5 .  D e f i n i m o s  u n a  c o r r e s p o n d e n c i a  d e  A  e n  B  , A  y  B  c o n j u n t o s  

n u m é r i c o s , t a l  q u e  a  c a d a  e l e m e n t o  x  l e  h a c e m o s  c o r r e s p o n d e r  3 x 2 -  7 ,  

e s  d e c i r  ,  f ( x )  ■ 3 x 2 -  7 .

A v e r i g u a r  e n  c u a l  d e  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s  e s  a p l i c a c i ó n  y  d e  q u é  

c l a s e  :

1 ° ) f :  N ---- — ►  N ;  4 ° ) f :  Z

2 ° ) f :  Z --- — 1 ;  5 » ) f : N

3 ° ) f : 0  --- 0 ; 6 o ) f :  R
\ J K V - I V - 1 6 )  

S O L O C I O H  :

I o)  La co r re sp on d en c ia  f  no e s  una a p l i c a c i ó n  puesto  que l o s  números 0 y l 

no t i e n e n  imagen en N . En e f e c t o  :

f ( 0 )  -  -  7 y f  <1) « - A y  l o s  números -7  y  - 4  no son n a tu r a le s .

2o)  La co r re sp on d en c ia  f  e3 una a p l i c a c i ó n  (  s im p lem en te ) .

a )  La imagen de un número e n te r o  es  un número e n t e r o  y además único.

b )  E s ta  a p l i c a c i ó n  no e s  i n y e c t i v a  ,  ya  que

f ( - 1 )  -  í ( l )  -  -4

c )  No e s  s u p ra y c c t i v a .  Supongamos que e l  número 0  fu e s e  imagen d e  algún 

número, entonces

3x2 -  7 -  0  —  3x2 ■  7 ~  x 2 -  \
7 '

y ^ no es cuadrado de ningún número e n te r o .

3o )  La co r resp on den c ia  f  e s  una a p l i c a c ió n

a )  No es i n y e c t i v a  ya que f ( l )  *  ( - 1 )

b )  Tampoco es  s u p ra y c c t i v a  , puesto  que e l  o r i g i n a l  d e l  c e ro  s e r ía

un número t a l  que x2 -  ^ (V e r  2o)  , c ) )  y x en e s t e  caso tampoco es

un número r a c io n a l .

4®) La co r resp on den c ia  f  no e s  a p l i c a c i ó n  ya que f ( 0 )  •  - 7 ,  número que no per 

t en e c e  a l o s  n a tu ra le s .

5 ° )  A q u í  l a  co r re sp on den c ia  es  una a p l i c a c i ó n .

Esta a p l i c a c i ó n  e s  i n y e c t i v a  pero  no s u p r a y e c t i v a . D e m u é s t r e s e .

6 * )  f  es  a p l i c a c ió n .

a )  No e s  i n y e c t i v a  p o r  l a s  misma razón  que en 2 " ) .

b )  Tampoco e s  s u p ra y e c t i v a  ,  pu es to  que , por  e jem p lo  e l  número-34 no  t i e 

ne o r i g i n a l  en  R. En e f e c t o ,

3x2 -  7 -  -34  —  3x2 -  -  27 —  x2 -  -9

y -9  no t i e n e  r a í z  cuadrada en R .



4 .  1  6 .  En e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  s e r e s  humanos v a m o s  a  e s t a 

b l e c e r  l a  s i g u i e n t e  c o r r e s p o n d e n c i a :

" A  c a d a  s e r  humano s e  l e  h a c e  c o r r e s p o n d e r  s u  m a d r e "  

¿ E s  a p l i c a c i ó n ? .

¿ D e  q u é  c l a s e ? .  { J M - 1 V - 2 2 )

S O L O C I O H  :

Esta correspondenc ia  e s  una a p l i c a c ió n ,p u e s to  que todo  s e r  t i e n e  una nadro 

y solamente una, y e s ta  e s  la  con d ic ión  de a p l i c a c ió n .

a )  Esta a p l i c a c ió n  NO e s  i n y e c t i v a  ya  que v a r i o s  3 e re s  humanos pueden tener  

la  misma madre como sucede rea lm ente.

b )  Esta a p l i c a c ió n  tampoco es s u p ra ye c t iv a ,  puesto  que l o s  hombres ( y  mujeres no 

madres) no t ienen  o r i g i n a l  en e s ta  a p l i c a c ió n .

c )  De a )  y b )  se  s igu e  que tampoco es b i y e c t i v a .

 o o o O o o o -----

4 . 1 7 .  D a d o s  e l  c o n j u n t o  X -  ( 1 , 2 )  y  e l  c o n j u n t o  A  -  í r , s , t )  

f o r m a r  t o d a s  l a s  a p l i c a c i o n e s  p o s i b l e s  d e  X  e n  A .

S O L O C I O N  :

Las d i s t i n t a s  a p l i c a c io n e s  v ien en  expresadas en l o s  s i g u ie n te s  diagramas de 

Venn.



4 . 1 8  . S e  d e f i n e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  f  d e l  c o n j u n t o  d e  l o s  núme

r o s  e n t e r o s  e n  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s  n a t u r a l e s  d e  l a  s i g u i e n 

t e  f o r m a  :  f  :  Z -----------►  n

x   ►  f ( x )  =  y  -  4 x

S e  p i d e  c a l c u l a r  :

I o )  I n ( f ) 4 o )  I m ( f )

2 o )  F i n ( f )  5 o )  ¿ E s  f  una a p l i c a c i ó n ?

3o )  O r ( f )  6 o )  ¿ E s  f - 1  una a p l i c a c i ó n ? .

S O L U C I O N :

I o)  E l c on jun to  i n i c i a l  de f  es  Z ,  e s  d e c i r ,  l n ( f )  •  Z

2o)  E l c on jun to  f i n a l  de f  es  N ,  e s  d e c i r ,  F i n ( f )  =  N

3o)  E l c on jun to  o r i g i n a l  de í  es  e l  c on jun to  de l o s  e lem entos  de Z t a l e s  que 

t i e n e n  imagen en N.

a )  La imagen de un número n e g a t iv o  s e rá  n e g a t i v a ,  ya  que y -  ( - 4 ) x  -  -4x 

P o r  t a n to ,  l o s  números n e g a t iv o s  de Z no t ien en  imagen en N.

b )  La imagen de un número p o s i t i v o  e s  p o s i t i v o ,  luego

O r ( f )  -  Z+

e s  d e c i r ,  e l  c on jun to  de l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s .

4 ' )  f ( 0 )  ■= 0  ,  f ( l )  -  4 ,  f ( 2 )  -  8 ,  f ( 3 )  -  12 ,  . . .

Luego, e l  c on jun to  imagen es :

I m ( f )  -  { 0 , 4 .8 , 1 2 ,1 6 , 2 0 , 2 4 , 2 8 , . . . )

{ x  / x e s  p o s i t i v o  y m ú l t ip lo  de 4 )

5o)  f  no es  una a p l i c a c ió n  puesto  que I n ( f )  i  O r ( f )

6 o)  f  1 no e s  a p l i c a c ió n  , puesto  que F i n ( f )  i  I m ( f )  , y la  igua ldad  e s  una con

d ic i ó n  n e c e s a r ia .

 o o o O o o o -----

4 . 1 9 .  S o b r e  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e ro s  e n t e r o s  s e  d e f i n e  l a  s i  

g u i e n t e  c o r r e s p o n d e n c i a  :

f  :  Z  ►  Z

X  ►  f ( x )  =  / x  -  1

¿ E s  f  una a p l i c a c i ó n ? .  [ J M - 1 V - 2 7 )

S O L U C I O N  :

f  no e s  una a p l i c a c i ó n  .pu esto  que f ( 0 )  -  /  0 -  7 -  /  - 7  £  Z , c s  d e c i r ,  e l  

0  no t i e n e  imagen en Z.

Por t a n to ,  f  no cumple l a  co n d ic ió n  de s e r  a p l i c a c i ó n .



4 . 2 0  .  A  c a d a  p r o v i n c i a  d e  E s p a ñ a , s e  l e  h a c e n  c o r r e s p o n d e r  l o s  

m u n i c i p i o s  q u e  l a  i n t e g r a n .

I o )  D e c i r  s i  e s t a  c o r r e s p o n d e n c i a  e s  u n a  a p l i c a c i ó n .  

2 o ) D e c i r  s i  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  r e c i p r o c a  e s  u n a  a p l i c a c i ó n .  

3 o )  C a l c u l a r  f " 1 ( E l c h e )  ,  f ” 1 ( C a r t a g e n a )  ,  f _ I ( A v i l é s )  ,  s i e n d o

f  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  d a d a .  

S O L U C I O N  :
[ JR lf-11/-2 I

Sean P ■ { x  / x es  una p ro v in c ia  de España) ,

M -  { x  / x es  un m un ic ip io )  ,

f  :  P ------------- ►  M la  correspondencia dada.

I o)  f  no es  una a p l i c a c ió n ,y a  que a l  t e n e r  la  p ro v in c ia  v a r io s  m unic ip ios f  no

cumple l a  cond ic ión  de a p l i c a c ió n .

2o)  La correspondencia r e c íp ro ca  s í  es  a p l i c a c ió n ,  puesto que a  cada munic ip io  

l e  corresponde un p ro v in c ia  y solamente una.

3 " )  f - ' ( E l c h e )  -  A l i c a n t e  . f " 1 (Cartagena ) -  Murcia. f _1 ( A v i l é s )  -  A s tu r ia s .

 o o o O o o o -----

4 . 2 1  .  S o b r e  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m eros  s e  d e f i n e  l a  s i g u i e n t e

c o r r e s p o n d e n c i a  :  f  • R_-_________ ►  R

x  ------------ ►  f ( x )  =  j- 2 - y

¿ES  una a p l i c a c i ó n ? .  ( J R I M V - 2 4 )

S O L U C I O N  :

f  no  es una a p l i c a c ió n  ,  puesto que no todo elemento de R t i e n e  imagen.

Para x -  1 l a  correspondencia  f  no e s tá  d e f in id a ,  es  d e c i r ,  e l  1 no t i e n e  ima

gen en R.

 o o o O o o o -----

4 . 2 2  . H a l l a r  l a  g r á f i c a  d e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  d a d a  e n  e l  e j e r 

c i c i o  a n t e r i o r .
| J R V - I V - f 5)

S O L U C I O N  :

La g r á f i c a  de e s ta  correspondencia  v ie n e  dada en l a  f i g u ra  s i g u i ó t e :  

En e l  e j e  OX se toman l o s  v a lo r e s  de x.

En e l  e j e  OY s e  toman l o s  v a lo r e s  de f ( x ) .

E l g ra fo  e s  :

f i g u ra  s igu icn

J
G -  { ( x , f ( x ) /  f ( x )  -  )  * '



4 .  2 3 - A n a l í c e s e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  d e f i n i d a  p o r  l a  e x p r e s i ó n

y  =  E ( x )  ,  s i  x  e s  un n ú m ero  r e a l  p o s i t i v o  y  E ( x )  e s  un nú m ero  n a 

t u r a l  t a l  q u e  E ( x )  -  1 <  x <  E ( x ) .

S O L D C I O N  :
(SELECnVIVAD -1 975- JRV- 1V- 3I )

Consideremos lo s  s i g u ie n te s  segmentos de l a  r e c t a  :

0 <  x <  1 , en tonces y  ■ E (x )  -  1

1 <  x <  2 ,  en tonces y  ■ E (x )  ■ 2

2 <  x <  3 ,  en tonces y  -  E (x )  -  3

3 <  x <  4 ,  en tonces y  -  E (x )  -  4

n <  x <  n+1 ,  en tonces y ■ E (x )  -  n+1 

Por tan to ,

a )  A cada número r e a l  dec im al y p o s i t i v o  l e  corresponde la  parce  en te ra  más 1

b )  A cada número n a tu ra l  l e  corresponde e l  mismo.

Se t r a ta ,p u e s ,d e  una a p l i c a c ió n  simplemente, puesto que no e s  in y e c t i v a  n i  su

p ra y e c t iv a .

La rep resen tac ión  de e s ta  a p l i c a c ió n  es la  s i g u ie n t e  :

4 . 2 4  - S e  c o n s i d e r a  l a  s i g u i e n t e  a p l i c a c i ó n  d e  R  e n  R  ,  y  =  2x

¿ E s  una a p l i c a c i ó n  b i y e c t i v a ?  

¿ C u á l  e s  l a  a p l i c a c i ó n  r e c í p r o c a ? .

S O L D C I O N  :

Es una a p l i c a c ió n  b i y e c t i v a  ya que a )  Es in y e c t i v a  ,  f ( x )  -  f ( x ' )  =* 2x ■ 2x'

-  x -  x '

b )  Es s u p ra ye c t iv a ,  dado y •• x -  ^

E x i s t e ,  por  t a n to ,  a p l i c a c ió n  r e c íp r o c a  y  es  :  x  a y/2.



4 . 2 5 . S e a n  A  -  ( a , b , c , d } y  B -  ( m , n , p , q )

a )  D e f i n i r  u n a  a p l i c a c i ó n  d e  A  e n  B q u e  s e a  b i y e c t i v a .

b )  C o n s t r u i r  l a  a p l i c a c i ó n  r e c í p r o c a  f  1 .

c )  C o n s t r u i r  l o s  g r a f o s  d e  f  y  f  1 y  o b s e r v a r  l a  s i m e t r í a  q u e  

e x i s t e , r e s p e c t o  d e  l a  b i s e c t r i z  d e l  p r i m e r  c u a d r a n t e ,  e n t r e  

am bas a p l i c a c i o n e s .  | J f * - I V - 3 l

S O L D C I O I  :

a)  La a p l i c a c ió n  dada por :  f ( a )  ■ n ,  f ( b )  

es  ev identemente una a p l i c a c ió n  b i y e c t i v a .

P .  f ( c )  -  q  ,  f ( d )  ■

b )  La a p l i c a c ió n  b i y e c t i v a  r e c íp r o c a  e s  :

r l ( . ) d ,  r l ( o ) a .  Í ‘ ‘ (P )
■1.

c )  V«

b  .  f  ( q )  -  c 

>s ahora cuá les  son la s  g r á f i c a s  de e s ta s  a p l i c a c io n e s .

S i  consideramos superpuestas l a s  f i g u r a s  se  t i e n e  l a  s im e t r ía  pedida :

m  n  p  q



4 . 2 6 .  S e  d i c e  que  d o s  c o n ju n t o s  A  y  B son  e q u ip o t e n t e s , c u a n d o  

e x i s t e  una a p l i c a c i ó n  b i y e c t i v a  que  t r a n s f o r m a  un c o n ju n t o  en  o t r o .

P r u é b e s e  q u e  e l  c o n ju n t o  d e  l o s  núm eros n a t u r a l e s  e s  e q u íp o t e n t e

a l  d e  su s  c u a d ra d o s  p e r f e c t o s .  (JRV-IV-2 0 )

S O L U C I O N  :

Sean N ■ ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 . 6 . ,  n ,  . . . )

C -  { 0 , 1 , 4 , 9 , 1 6 , 2 5 , 3 6 , . . . ,  n2 ,  . . . }

Se d e f in e  una a p l i c a c ió n  f  de N en C de l a  s i g u i e n t e  manera:

f  :  N -----------►  C

X  ----------------- ►  f ( x )  -  X2

a )  f  es  una a p l i c a c ió n  i n y e c t i v a  .  En e f e c t o  :

f ( x )  «  f ( y )  x2 -  y 2 ■» x  -  y  por s e r  números n a tu ra le s .

b )  f  es  s u p ra ye c t iv a .  Es e v id e n te  que todo e lemento de C t i e n e  un o r i g i n a l  en 

N que e s  su r a í z  cuadrada.

De a )  y  b )  se  s igu e  que N y C son con juntos  b i y e c t i v o s  y  por t a n to ,  equ ipo ten 

te s .

MOTA : Loó c on jun to* zqiUpotenteA a N  o  una pastfe de N  ó e  llam an con/untoó 

NUMERABLES.

— o o o O o o o ----

4 . 2 7 .  S e  l l a m a  s u s t i t u c i ó n  a t o d a  a p l i c a c i ó n  b i y e c t i v a  d e  un 

c o n ju n t o  en  s i  m ismo. (También ó e  llam an  p v tm i ta c lo n u )  

E s c r i b i r  l a s  s u s t i t u c i o n e s  d e  c o n ju n t o  A -  ( 1 , 2 , 3 )

S O L U C I O N  :
( J R V - 1 V - 1 9 )

L a s  a p l i c a c i o n e s  b i y e c t i v a s  d e  A  e n  s i  m ism o so n  l a s  s i g u i e n t e s  :

A  ►  A  ,  A  ------- ►  A  ,  A   ► A  ,  A  ►  A  ,  A   ► A  ,  A   ► A

2 ------   2 2 --------- * 3 2 —  1 2 ----------   3 2    1 2 -------*  2

3 -------   3 3    2 3    3 3 ---* 1 3   2 3 — 1

S i e n d o  e l  c o n j u n t o  i n i c i a l  s i e m p r e  e l  m ism o , c a d a  s u s t i t u c i ó n  q u e d a  d e t e r m i n a 

d a  c u a n d o  c o n o c e m o s  l a s  im á g e n e s  d e  c a d a  a p l i c a c i ó n .

P o r  t a n t o ,  l a s  s u s t i t u c i o n e s  d i f e r e n t e s  s e  p u ed en  e s c r i b i r  a s í  :

( 1 , 2 , 3 )  ,  ( 1 , 3 , 2 )  ,  ( 2 , 1 , 3 )  .  ( 2 . 3 , 1 )  ,  ( 3 , 1 , 2 )  , ( 3 ,2 ,1 )

o  t a m b iü n  , c u a n d o  n o  h a y  l u g a r  a  c o n f u s i ó n  , :

123 ,  132 , 213 ,  231 ,  312 ,  321



4 . 2 8  . H a l l a r  e l  p r o d u c to  c a r t e s i a n o , p o r  m ed io  d e  un d iag ram a  

en  á r b o l ,  d e  l o s  c o n ju n t o s  A = { 1 , 2 , 3 , 4 }  y  B = { p , q , r ) .  

¿C uán tos  e l e m e n to s  t i e n e ? .

O L  U C X O N

E l diagrama en á rbo l  es  e l  s ig u ie n te :
A x 8

11. P)
d . q )
(1 . r)

12. p )
12. q )
12. r)

13. p) 
(3 . q)
(3 . r)

Í4 .p )
( 4 .q )
14. 0

E l número de elementos es  :  C a rd (A x B )  =  Card (A )  .Card(B) ■ 4 .3  -  12

 o ooO ooo -----

4 . 2 9 .  Ha l l a r  e l  p r o d u c t o  c a r t e s i a n o , p o r  m ed io  d e  un d ia q r a n a  

en  á r b o l ,  d e  l o s  c o n ju n t o s  A =  { p , q , r )  , B «* { 1 , 2 }  , C = { x , y , z }  

¿C uán tos  e l e m e n to s  t i e n e  e l  p r o d u c t o ? .

S O L O C I O H  :

E l diagrama en á rbo l  es  e l  s ig u ie n te :

A x B x C

X (P. 1. >)
V (P. i. y)
* (p. 1 . *)

-X (P. 2. i)
V ÍP. 2. y)
z (p . 2 . z)

X (q . 1.  «O
v (q . i .  y)
z (q. i .  Z )

* (q. 2.  x )
V (q. 2 .  y)
z (q . 2 . z)

X (r. 1, x)
V (r. 1.  y)
z ( r . 1 . z)

X ( r . 2 . x)
r Cr. 2.  y)
z ( r . 2 . z)

E l número de elementos es  : Card(AxBxC) = Card (A )Card (B )Card (C ) -  4 .2 .3  -  24



4 .  3 0 . Dados l o s  c o n j u n t o s  A -  ( a , b , c ) ,  B =  { 1 , 2 ) ,  C - ( 1 , 3 , 5,6) 

d e t e r m í n e s e  e l  p r o d u c t o  c a r t e s i a n o  AxBxC y  c om p ru é b e s e  s í  e l  núme 

r o  d e  e l e m e n t o s  d e  e s t e  c o n j u n t o  e s  e l  p r o d u c t o  d e  l o s  núm eros de 

e l e m e n t o s  e x i s t e n t e s  en  ca d a  c o n j u n t o .

c  n  n  r  r  o  n  .  ( S E I E C T M M P  -  Í976 I

Para determinar e l  producto ca r tes iano  A * B » C  ,  vamos a d ibu jar  un diagrama

4, cono se deduce de l d iagra -E1 número de elementos de l conjunto A » B * C  es 

ma. Por tan to .se  t iene

Card(A » B * C )  -  Card(A) *Card (B ) *Card (C ) -  3 .2.4  -  24

 o o o O o o o ----



4 . 3 1  . A v e r i g u a r  d e  c u á n t a s  f o r m a s  d i s t i n t a s  s e  pu ed e  v e s t i r

un c a b a l l e r o  q u e  t i e n e  en  su  a r m a r i o  4 c h a q u e t a s  ,  3 p a n t a l o n e s  

y  2 p a r e s  d e  z a p a t o s .  ( J R V - I t ' - I )

S O L D C I O N  :

S i  {C j  ,C2,C^,CÍ(}  es  e l  conjunto de la s  chaquetas,

{ P j . P ^ . P j }  e s  e l  c o n ju n t o  d e  p a n t a l o n e s

es e l  conjunto de l o s  zapatos ,  entonces e l  producto c a r te 

s iano de io s  t r e s  conjuntos nos da la s  d i f e r e n te s  ternas que puede l l e v a r  y que 

son d is t in ta s .  Por tanto,

Maneras de v e s t i r  •  { C j . C ^ C y C j  *  { P t . P j . P j )  *  ( Z ,  ,Z2>

Número d e  m aneras  d e  v e s t i r  -  C a r d í t C j  . ( ^ . ( ^ . ( ^ D c a r d í C P j  , P ? , P 3) ) C a r d ( { Z 1 , Z 2»

-  4 . 3 . 2  = 2 4

 o o o O o o o -----

4 . 3 2  . S i  C a r d (A )  ■ n y  C a r d (B )  =  m , c a l c u l a r  a  qu e  e s  i g u a l

C a r d ( A x B ) .  U R V - I I M )

S O L D C I O N  :

Sean  A -  f a ^ . . . . a ^ )  y  B ■  ( b j . b ^ , . . . . b ^ í  d o s  c o n j u n t o s  A  y  B c u y o  c a r 

d i n a l  e s  n y  m r e s p e c t i v a m e n t e .

E n to n c e s ,  A  x  B ■  { ( a ^ , b j ) , ( a j , b ^ )  ,  . . .  ,  ( a ^ . b ^ )   ►  n  e l e m e n t o s

( a j . b j J . í a j . b j ) ............... ( a 2 ,bJ   ^  m elementos

• • • • • •

( a  ,b  ) , ( a  , b , )  . . . . .  ( a  ,b  ) }   ►  n  e l e m e n t o s
n i  n / n o

y  su  c a r d i n a l  ,  C a r d (A  x  B) = m +  m +  ? } .  +  a  , y a  q u e  ha y  n f i l a s  y  cada

f i l a  t i e n e  a  elementos.

 o o o O o o o -----

4 .  3 3 .  D e m o s t r a r  qu e  C a r d (A n )  =  C a rd  (A )  .C a rd  ( A )  C a r d (A )

= ( C a r d ( A ) ) n

S O L D C I O N  :

Es c o n s e c u e n c ia  d e l  e j e r c i c i o  a n t e r i o r  ,  y a  que

C a r d ( A ° )  = C a r d (A  x A >  . . .  « A )  •  C a d r (A )  . C a r d ( A ) . . . .  C a r d (A )  -  ( C a r d ( A ) ) n



4 . 3 4  . S e a n  A  = { a , b , c }  y  B  = { 1 , 2 , 3 , 4 }  d o s  c o n j u n t o s . D e t e r 

m in a r  : 

a )  ¿ C u á n t a s  a p l i c a c i o n e s  h a y  d e  A  e n  B ? .

b )  ¿ C u á n t a s  a p l i c a c i o n e s  i n y e c t i v a s  h a y  d e  A  e n  B ? .

S O L O C I O H  :

a) Una a p l i c a c ió n  f  de A en B queda determinada por la  terna ( f ( a ) , f ( b ) , f ( c ) }

Pero { f ( a ) , f ( b ) , f ( c ) }  €  B*B*B ,  luego habra tan tas  a p l ic a c io n es  cuantos

elementos tenga e l  con junto B*B*B.

Por o t r a  p a r te  ,
Card(B*B*B) ■  C a rd (B ).C ard (B ) .C ard (B )  *  4 .4 .4  -  64 

Luego e l  número de a p l ic a c io n es  es 64.

b )  Veamos ahora e l  número de a p l ic a c io n es  in y e c t i v a s  de A en B.

1) La imagen de a ,  f ( a )  ,  puede s e r  cua lqu iera  de l o s  elemento 1 ,2,3 ,4

Luego, t i e n e  4 p o s ib i l id a d es .

2) La imagen de b ,  f ( b )  ,  puede s e r  cua lqu iera  de l o s  elementos 1 ,2,3 ,4  

con la  cond ic ión  de que f ( a )  i  f ( b )  ,  por s e r  f  in y e c t iv a .

Luego, f ( b )  t i e n e  t r e s  p o s ib i l id a d es

3) F in a lm en te ,e leg idas  la s  imágenes f ( a )  y f ( b ) ,  f ( c )  ,  t i e n e  únicamente 

dos p o s ib i l id a d e s ,  puesto que f  es  in y e c t i v a .

Por tan to ,  e l  número de a p l ic a c io n es  in y e c t i v a s  e s  : 4 .3 .2  ■ 24

 o o o O o o o ----

4 .  3 5 . D e m o s t r a r  q u e  s i  l o s  c o n j u n t o s  f i n i t o s  A y  B  t i e n e n  m y

n  e l e m e n t o s  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t o n c e s  e l  n ú m e ro  d e  a p l i c a c i o n e s  d e  

A  e n  B  e s  n  ,  e s  d e c i r ,

C a r d íA  ----►  B )  = n m

S O L U C I O N  : (JRV-IU-29)

Una a p l ic a c ió n  a p l ic a c ió n  f  de A en B queda determinada por m-pla

( f ( a j ) , f ( a 2) , f ( a 3) , . . .  , f í a j )  

siendo A ■  { a j . a 2 . a j ,  . . .  ,  aB >

Pero  ( f ( a j ) , f ( a 2) , f ( a 3) ,  . . .  , f ( a m) )  e  B . B x B x ? ! .  xB , luego habra tantas 

a p l ic a c io n es  cuantos elementos tenga e l  con junto B xB xB x  xB

CardíA — ^ B )

Por  o t ra *p a r t e ,  Card(B x B x b  x . * *  x B) = ( c a r d (B ) ) “  -  n" 

de donde ,

 o o o O o o o ----



4 -  3 6 .  S e a  A  u n  c o n j u n t o  d e  m e l e m e n t o s  y  B  u n  c o n j u n t o  d e  n  

e l e m e n t o s . D e t e r m i n a r  c u á n t a s  a p l i c a c i o n e s  í n y e c t í v a s  s o  p u e d e n  d e 

f i n i r  d e  A  e n  B .  [JW -1V-29]

S O L O C I O N  s

Sean A  -  W j .A j  * B* *  B "  ( b , , b 2> . . . , b n) .

N ó te s e  que s i  una a p l i c a c i ó n  e s  i n y e c t i v a  en to n c e s  m <  n.

1 )  La imagen de a (  s e  puede e l e g i r  en B  de n maneras d i s t i n t a s .

2 )  E l e g id a  l a  imagen d e  3 j  , l a  imagen de a 2 se puede e l e g i r  d e  ( n - 1 )  maneras

d i f e r e n t e s  ya  que f ( a t )  i  f ( a 2> s ie n d o  f  l a  a p l i c a c i ó n

3 ) E l e g id a s  l a s  imágenes de 0 j , a 2 , l a  imagen de a^ s e  puede e l e g i r  de (n -2 )  

maneras d i f e r e n t e s .

• •• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• ••• 

P ro c ed ien d o  de l a  misma manera para  l o s  r e s t a n t e s  e lem en tos  de A , s e  t i e n e  

f in a lm e n te  :

n )  E l e g id a s  l a s  imágenes d e  a j , a 2  aR l  ,  l a  imagen d e  aR s e  puede tomar

d e  (n  -  m +  1) maneras d i s t i n t a s .

P o r  can to  :

Número de a p l i c a c i o n e s  i n y c c t i v a s  d e  A en  B  -  n ( n - l ) ( n - 2 ) .  . . .  (n-nr+1)

 o o o O o o o ----

4 . 3 7 .  ¿ D e  c u á n t o s  m o d o s  d i f e r e n t e s  s e  p u e d e n  r e p a r t i r  d o s  p r e 

m i o s  d i s t i n t o s  e n t r e  A b e l a r d o , B a s i l i o  . C a r m e l o  y  D a v i d  d e  m o d o  q u e  

n i n g u n o  d e  e l l o s  r e c i b a  l o s  d o s  p r e m i o s ? .

S O L O C I O N :

E l  prob lem a quedará  r e s u e l t o  s i  c a lcu la m os  e l  número de a p l i c a c i o n e s  i n y c c t i v a s  

d e l  c on ju n to  de prem ios  P ■  J p j ’ P j í  en e*  c on ju n to  Q ■  | A ,B ,C , d | ,  donde he 

o o s  s eñ a lad o  la s  p e rson as  con  l a s  i n i c i a l e s  de l o s  nombres.

E l  d iagram a en á r b o l  e s  :

Húnvw d i M paxtob • 12
B -A



4 . 3 8 .  S e a  U  u n  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  c a r d i n a l  n .  D e m o s t r a r  q u e  e l  

c a r d i n a l  d e  rf'(U) = 2 n .

S O L D C I Q H  :

La demostración de e s te  teorema se puede hacer por v a r io s  caminos.Aquí se  demues 

tra  por t r e s  métodos muy conocidos.

1) METODO DE RECURRENCIA

S i  card(U ) -  0 , entonces U * 0  y Í>(U) -  {0 } .  Por tanto c a rd ( f (U > )  -  2° -  1.

S i  card(U ) •  1, entonces U ■ ( 0 }  y Í ’ (U) ■ { 0 ,ü }  y c a r d ^ í U ) )  ■ 2* -  2

Supongamos que s i  card(U ) "  n-1 entonces c a rd (P (U ) )  ■ 2n * .  Sea ahora un

conjunto U de card(U ) •  n ,  x 6  U, IT e l  complementario de { x )  y  A c  ü.

S i  A no con tiene  a { x } ,  entonces A es  una parte  de U'

S i  A con tiene  a ( x ) ,  A -  { x )  es  una parte  de U

Si A y A '  son dos par tes  de U conteniendo a { x }  t a l e s  que A i  A '  ,  enton

ces A -  { x }  i  A '  -  f x ) .

De aqu í se  deduce que ,

c a r d í ^ O » )  -  2 .c a rd (  (ü * ) )

-  2 . 2 " - 1 •

-  2n

2 ) METODO DE LA FUNCION CARACTERISTICA

Se t ra ta  de d e f i n i r  una b iy ecc ión  d e l  conjunto f ( U )  en £ (U ; { 0 . i } )  de las 

ap l ica c ion es  de U en { 0 , 1 } .

Loa a p tica c io n e ¿  de U en { 0 , 1 )  ¿e Horran (¡uncionet ca A a c te A l& t ia u .

Estas funciones se  de finen  a s í  :

A toda parte  A de U se l e  asoc ia  la  función f^  de £ (U; { 0 , 1 } )  (  se  llama 

entonces (¡unción ceutacXeAÍAtica de A) d e f in id a  por: 

f A ( x )  -  1 s i  x €  A

f A (x > " 0  8 i  x f  A

La a p l ic a c ió n  f  de f* (U )  en e l  conjunto £ (U ; { 0 , I } )  d e f in id a  por f (A )  -  f .
A

para todo elemento A de <P(U) es una b iyecc ión .  (Hágase)

Se t ien e ,

c a r d ( f ( l » )  -  card ( £ ( U ; { 0 , 1 ) ) )  -  2° 

ya que é s te  e l  número de ap l ica c ion es  de U en { 0 , 1 } .

3 )  METODO DE NEWON

Los subconjuntos de U de 0 elementos son :  0 .  Su número es

El número de subconjuntos de 1 elemento es :  ;  de do9 elementos : ^ " J

. . .  ,de  n-1 será  ( n° , j  y f ina lm ente  de n s e r á £ “ ) .

( ; ) ♦ ? ; )  ♦ ( ; ) ♦ ■ • • ♦  ( „ : . ) ♦ ( : ) - * •
Por tan to  ,  c a r d ( f ( 0 ) )  -  2n



4 . 3 9 .  S e  c o n s i d e r a n  l o s  s u b c o n j u n t o s  A  y  B d e l  c o n j u n t o  d e  r e 

f e r e n c i a  U f i n i t o .  D e m o s t r a r  q u e

C a r d ( A  u  B )  =  C a r d ( A )  +  C a r d ( B )  -  C a r d ( A  n  B ) ( 1  ]

A p l i c a n d o  l a  r e l a c i ó n  [ 1 ]  d e m o s t r a r  q u e  p a r a  t r e s  s u b c o n j u n t o s  A  , 

B y  C s e  v e r i f i c a  l a  r e l a c i ó n

C a r d ( A  u  B u  C> =  C a r d ( A )  +  C a r d ( B )  +  C a r d ( C ) -

-  C a r d  ( A  n  B )  -  C a r d  ( A  n  C )  -  C a r d ( B n C )  

+  C a r d  ( A  O  B O  C )  1 2  1

S O L U C I O N  :

a )  Demostración de l a  fórm u la ( 1 |

Dados l o s  subcon ju ntos  A y  B de U sabemos que A - B , A n B  , B - A

son subcon ju ntos  d i s ju n to s  como se v e  también en e l  d iagrama d e  Venn.

Por  o t r a  p a r t e  se  t i e n e :

A U  B -  (A  -  B) U  ( A  B ) U  (B -  A)

A -  ( A  -  B) U  (A  B)

B -  (B  -  A )  U  (A  B)

de d o n d e ,s i  consideramos sus  c a r d in a l e s ,  r e s u l t a  :

C a rd (A  u  B) -  C ard (A  -  B) +  C a rd (A  D  B ) +  Card (B  -  A )  ( 3 J

Card (A )  -  C ard (A  -  B ) +  C a rd (A  n  B) [ 4  1

C ard (B ) . -  Card (B  -  A )  +  C a rd (A  O  B) I 5 1

Su st itu yen do  en [ 3 1  l o s  v a l o r e s  de C a rd (A  -  B) y  Card(B -  A )  ob ten ido s

de ( 4  1 y  (  5 1 r e s u l t a  :

C ard (A  U  B) -  C a rd (A )  -  C a rd (A  n  B) +  C ard (A  B) +  C ard (B ) -  C ard (A  n  B) 

-  C a rd (A )  +  C ard (B ) -  C a rd (A  O  B)

b )  Demostrac ión  de l a  fórm u la 1 2 1 

C a rd (A  U B U C )  -  C a r d ( (A  U  B) U  C)

-  C ard (A  U  B) +  C ard (C ) -  C a rd ( (A  U  B) n  C)

-  C a rd (A )  +  Card (B ) -  C a rd (A  O  B) +

C ard (C ) -  C a rd ( (A  H  C ) U  (B  D  C ) )

-  C a rd (A )  +  C ard (B ) +  C ard (C ) -  C ard (A  n  B)

-  Card (A  n  C) -  Card (B  H C )  +  C a rd (A  n  B O  C)

- - - o o o O o o o ------

NOTA :
De m a n e r a  a n á l o g a  a l  e j e r c i c i o  e n t e r i o r  s e  p u e d e  d e m o s —  

t r a r  q u e  p a r a  c u a t r o  s u b c o n j u n t o s  d e  U ,  A , B , C  y  D s e  c u m p l e  :

C a r d ( A  u  B u  C u  D ) = C a r d ( A )  + C a r d ( B )  + C a r d ( C )  + C a r d ( D ) -  

C a r d ( A O B )  -  C a r d ( A n c )  -  C a r d ( A n o )  -  C a r d ( B  n  C )  -  C a r d ( B  n  d )

-  C a r d ( C  n  D ) +  C a r d ( A  n  b  n  c) +  C a r d ( A  n  b  n  D ) +

+  C a r d ( A  n  C n  D ) +  C a r d ( B  n  C O  b )  -  C a r d ( A  n  B O  C O  D ) .



4 . 4 0 . E n  u n a  U n i v e r s i d a d  s e  s u p o n e  q u e  h a y  4000  a lu m n o s .D e  e -  

l l o s  2 3 0 0  m a t r i c u l a d o s  e n  M a t e m á t i c a s ,  1700 e n  E c o n o m ía  , 1850  en  

F i l o s o f í a ,  1200  e n  M a t e m á t i c a s  y  e n  E c o n o m ía ,  7 1 5  e n  M a t e m á t i c a s  

y  F i l o s o f í a ,  300 en  E c o n o m ía  y  F i l o s o f í a  y  50 e n  l a s  t r e s  a s i q n a -  

t u r a s . L o s  a lu m n o s  s e  p u e d e n  m a t r i c u l a r  d e  v a r i a s  a s i g n a t u r a s  a  l a  

v e z ,  y  d e  o t r a s  a s i g n a t u r a s  d i s t i n t a s  d e  l a s  c i t a d a s .

P a r a  c o n f e c c i o n a r  l a s  f i c h a s  d e  l a s  d i s t i n t a s  a s i q n a t u r a s  s e  d e s e a  

s a b e r  :

a )  C u á n t a s  h a y  q u e  e n c a r g a r  e n t r e  M a t e m á t i c a s  y  E c o n o m ía .

b )  C u á n t a s  s o n  n e c e s a r i a s  p a r a  l a s  t r e s  a s i g n a t u r a s .

c )  C u á n t o s  a lu m n o s  h a y  q u e  n o  l e s  c o r r e s p o n d a  n in g u n a  f i c h a  d e  é s 

t a s  a s i g n a t u r a s .

d )  C u á n t o s  a lu m n o s  h a y  q u e  s o l o  t e n g a n  f i c h a  d e  M a t e m á t i c a s .

e )  C u á n t o s  l a  t i e n e n  e n  una s o l a  a s i g n a t u r a  d e  l a s  c i t a d a s .  

S O L O C  . O »  : I J M M - I I I

Consideremos e l  diagrama ad junto .

M •  {x /  x e s tá  m atr icu lado  en Matemáticas)

E -  {x/  x e s tá  m atr icu lado  en Economía)

P  ■ {x/  x e s tá  m atr icu lado  en F i l o s o f í a )

U -  {x/  x e s t á  m atr icu lado  en la  Un ivcr
s id a d )

Antes  de c o n te s ta r  a l a s  preguntas  va 

mos a  c a l c u la r  e l  c a rd in a l  de cada uno 

de l o s  subconjuntos en que M,E y  F d i 

v id en  a U. En l a  f i g u r a  es tán  señaladas 

la s  8 reg ion es  que in d ica n  e s to s  sub

con jun tos  d is ju n to s .

1) Región 1 :  Son l o s  alumnos m atr icu lados  en l a s  t r e s  as ignatu ras  y se  t ien e

CardíM n  e  n  F ) -  50

2 ) Región 2 :  Alumnos m atr icu lados  solamente en Matemáticas y Economía ,

1200 -  50 -  1150

3 ) Región 3 : Alumnos m atr icu lados  solamente en Matemáticas y  F i l o s o f í a  ,

715 -  50 -  665

4 ) Región 4 : Alumnos o a t r i c u la d o s  solamente en Economía y  F i l o s o f í a  ,

300 -  50 ■  250

5 ) Región 5 :  Alumnos n a tr icu la d o s  solamente en Matemáticas ,

2300 -  665 -  1150 -  50 •  435

6 ) Región 6 : Alumnos m atr icu lados  solamente en Economía ,

1700 -  1150 -  50 -  250 -  250



7 ) Región 7 :  Alumnos m atr icu lados solamente en F i l o s o f í a  ,

1850 -  665 -  50 -  250 -  885

8 ) Región 8 :  Alumnos m atr icu lados en as ignaturas  d i s t i n t a s  a l a s  dadas ,

4000 -  435 -  1150 -  50 -  665 -  250 -  250 -  885 -  315 

Con e s to s  datos  la  c on tes ta c ión  a la s  preguntas e s  inmediata :

a )  Número de alumnos en tre  Matemáticas y Economía :

435 ♦  1150 +  50 +  665 +  250 +  250 -  2800

b ) Número de alumnos m atr icu lados en la s  t r e s  as ignaturas  :

2800 +  885 -  3685 (2800 m atr icu lados en Matemáticas y Economía)

c )  Número de alumnos no m atr icu lados en es tas  as ignaturas  :

315 ( v í a s e  8 ) )

d )  Número de alumnos m atr icu lados solamente en Matemáticas:

435 ( v ía s e  5 ) )

c )  Número de alumnos m atr icu lados solamente en una de l a s  as ignaturas  dadas:

435 +  250 +  885 -  1570 (v éase  5 )  ,  6) y 7 ) )

 o o o O o o o -----

4 . 4 1 .  En una e s c u e l a  s e  han  m a t r i c u l a d o  519 a lu m n o s ,  e n  Matem á

t i c a s  2 7 1 ,  en  F í s i c a  2 0 4 ,  en  Q u ím ic a  3 1 9 .  S e  s a b e  t a m b ié n  q u e  en  

M a t e m á t i c a s  y  F í s i c a  h a y  5 5 ,  e n  F í s i c a  y  Q u ím ic a  ha y  95 y  e n  M a t e 

m á t i c a s  y  Q u ím ic a  16 8 .

¿ C u á n t o s  a lu m n o s  h a y  m a t r i c u l a d o s  a  l a  v e z  e n  M a t e m á t i c a s ,  F í s i c a  

y  Q u ím i c a ? .  * ( J R V - l - f f )

S O L O C I O N  :

Sean :  M -  (x/  x  e s tu d ia  Matemáticas)

F ■ (x/  x  estud ia  F í s i c a )

0  ■  íx/  x e s tu d ia  Química)

Por o t ra  pa r te ,  en e l  e j e r c i c i o  1. se  ha v i s t o  que :

Card(M U F U Q )  = Card(M) +  Card (F ) +  Card(Q) -

Card(M O F) -  Card(M H  q)  _  Card(F H  q )  +

Card(M O F O  Q)

y  sustituyendo en e s ta  fórmula l o s  datos  d e l  problema r esu l ta  :

519 -  271 +  204 +  314 -  55 -  168 -  95 +  Card(M D F  n  q )

= 769 -  318 +  Card(M O  F O  Q)

«* 471 +  Card(M O  F H  Q) 

de donde ,  Card(H O F O  Q) ■ 519 -  471 »  48

Por tan to ,  hay 48 alumnos m atr icu lados a  l a  vez  en Matemática, F ís i c a  y  Ouímica.



4 . 4 2  ,  E n  u n a  r e u n i ó n  h a y  m á s  h o m b r e s  q u e  m u j e r e s , m á s  m u j e r e s  

q u e  b e b e n  q u e  h o m b r e s  q u e  f u m a n , y  m á s  m u j e r e s  q u e  f u m a n  y  n o  b e b e n  

q u e  h o m b r e s  q u e  n o  b e b e n  n i  f u m a n . D e m o s t r a r  q u e  h a y  m e n o s  m u j e r e s  

q u e  n o  b e b e n  n i  f u m a n  q u e  h o m b r e s  q u e  b e b e n  y  n o  f u m a n .  

S O L U C I O N  : (OLIMPIADA MATEMATICA)

E l  c o n j u n t o  fo rm a d o  p o r  l o s  h om b res  e s  d i s j u n t o  d e l  c o n ju n t o  fo rm a d o  p o r  l a s  mu 

j e r e s ;  e l  c o n j u n t o  fo rm a d o  p o r  l o s  q u e  b e b e n  e s  d i s j u n t o  d e l  c o n j u n t o  fo rm a d o  

p o r  l o s  q u e  no  b e b e n ,  y  e l  c o n ju n t o  fo rm a d o  p o r  I 0 9  q u e  fuman e s  d i s j u n t o  con 

e l  c o n j u n t o  fo rm a d o  p o r  l o s  q u e  no  fuman.

En e l  s i g u i e n t e  d i a g r a m a  d e  Venn  s e  m u e s t r a n  l o s  c o n j u n t o s  a n t e r i o r e s  y  s u s  i n 

t e r s e c c i o n e s ;  en  t o t a l  8  c o n j u n t o s  d i s j u n t o s .

HOMBRES MUJERES

■En l a  f i g u r a  s e  h a  numerado l a s  r e g i o n e s  q u e  r e p r e s e n t a n  en d n  uno d e  l o s  8  c o n 

j u n t o s .  A s f . p o r  e j e m p l o ,  I  i n d i c a  e l  c o n ju n t o  d e  l o s  h om b res  q u e  be b e n  y  no  f u 

man, I I  e s  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  h om b res  q u e  no  be b e n  n i  fuman, e t c .

S e  t i e n e  p o r  t a n t o ,

c a r d ( l )  ♦  c a r d ( I I )  ♦  c a r d ( I l l )  +  c a r d ( l V ) > c a r d ( V )  4  c a r d ( V I )  ♦  c a r d ( V I I )  4

4  c a r d ( V I I l )  

c a r d ( V )  4  c a r d ( V l ) > c a r d ( l l l )  4  c a r d ( I V )  

c a r d ( V I l )  > c a r d ( l l )

Sumando e s t a s  d e s i g u a l d a d e s  m iem bro a  m iem bro  y  s i m p l i f i c a n d o  s e  t i e n e  :

c a r d ( I )  >  c a r d ( V I H )  

donde  I  e s  , como a o  ha d i c h o  , c o n j u n t o  d e  hom bres  q u e  be b e n  y  n o  fuman y 

V I I I  e s  e l  c o n j u n t o  d e  m u j e r e s  n i  b e b e n  n i  fuman.

 o o o O o o o ------

4 . 4 3  - E n  u n a  o f i c i n a  d e  c o l o c a c i ó n  s e  o f r e c e n  2 0  p u e s t o s  d e l

r a m o  d e  l a  c o n s t r u c c i ó n .  1 3  s o n  a l b a ñ i l e s , 1 3  f o n t a n e r o s  y  1 5  c a r 

p i n t e r o s ;  a d e m á s ,  d e  ó s t o s  6  t i e n e n  q u e  s e r  a l b a ñ i l e s  y  f o n t a n e r o s ,  

4  f o n t a n e r o s  y  c a r p i n t e r o s  y  5  a l b a ñ i l e s  y  c a r p i n t e r o s .

S e  p i d e  :

a )  ¿ C u á n t o s  t i e n e n  q u e  s e r  l a s  t r e s  c o s a s  a  l a  v e z ?

b )  ¿ A  c u á n t a s  p e r s o n a s  q u e  s o l o  t e n g a n  e l  o f i c i o  d e  a l b a ñ i l  s e  l e s  
p u e d e  o f r e c e r  e m p l e o ?



c )  ¿ C u í n t a s  p e r s o n a s  s e  r e q u i e r e n  q u e  s e a n  c a r p i n t e r o s  y  a l b a ñ i l e s  

p e r o  n o  f o n t a n e r o s ?

S O L O C I O B  :

Sea A -  ( a l b a ñ i l e s )

F -  { f o n ta n e r o s )

C -  ( c a r p in t e r o s )

i )  C ard (A  n  F n  C ) -  29 ;  Card (A )  -  13 ;  C ard (F )  -  13 ;  Card(C) -  15 

Card(A n  F )  -  6 ;  C ard (F  n  C ) -  4 ;  Card(A n  C ) -  5 

Por  o t r a  p a r te  se  sabe que :

Card(A U  P  U  C) -  Card(A) +  Card (B ) +  Card (C ) -

C ard (A  n  F )  -  Card(A O  C) -  Card(C n  P> +

C ard (A  n P f l O  

Sustituyendo s e  t i e n e :

2 9 - 1 3 + 1 3 + 1 5 - 6 - 4 - 5  +  Card(A n p f l c )  de donde ,

Card (A  n p n c )  •  3 

i i )  Sea X -  ( s o l o  a lb a ñ i l e s )

Card(X) -  Card (A )  -  Card(A O  F ) -  Card(A n  C) +  Card(A n p n c )

-  1 3 - 6 - 5 + 3

-  5

i i i )  Sea Y -  ( c a r p in t e ro s  y  a lb a ñ i l e s  pero  no fon taneros )

Card (Y ) -  Card(A O C) -  Card(A n  F O  C)

-  5 - 3

-  2

 o o o O o o o -----

4 . 4 4  •E n  un g r u p o  d e  200 a lu m n o s  d e  s e l e c t i v o  h a y  70 a lu m n o s  

q u e  e s t u d i a n  m a t e m á t i c a s ,  120 f í s i c a  y  90 q u í m i c a ;  adem ás  50 e s 

t u d i a n  m a t e m á t i c a s  y  f í s i c a , 30 m a t e m á t i c a s  y  q u í m i c a ,  40 f í s i c a  

y  q u í m i c a ,  y  f i n a l m e n t e  20 l a s  t r e s  a s i g n a t u r a s .

S e  p i d e  :

a )  ¿ E s  c o r r e c t a  l a  i n f o r m a c i ó n  s i  t o d o s  e s t u d i a n  a l g u n a  de l a s  t r e s ?

b )  ¿ C u á n t o s  a lu m n o s  e s t u d i a n  m a t e m á t i c a s  o  f í s i c a ? .

c )  ¿ C u á n to s  a lu m n o s  no  e s t u d i a n  n in g u n a  a s i g n a t u r a  d e  l a s  d a d a s ?

d )  ¿ C u á n to s  a lu m n o s  e s t u d i a n  m a t e m á t i c a s  o  q u ím i c a ?

e )  ¿ C u á n to s  a lu m n o s  e s t u d i a n  a l  m en os  a l g u n a  d e  l a s  t r e s ?

f )  ¿ C u a f i t o s  a lu m n o s  e s t u d i a n  f í s i c a  o  q u ím i c a ?

S O L O C I O W  :

E l  s i g u ie n t e  diagrama de Venn muestra la s  8 reg ion es  en que t r e s  conjuntos



d iv id e n  a l  con junto u n iv e r s a l  U < -  con junto de alumnos de s e l e c t i v o )  .

nos que no e s tu d ian  e s ta s  a s ign a tu ras .

b )  Card(M U  F ) -  Card(M) +  C ard (P ) -  Card(M n  F ) -  70 +  120 -  50 -  140

c )  Lo hemos v i s t o  ya  :  20 alumnos

d ) Card(M U  Q) -  Card(M) +  Card(Q) -  Card(M O  Q) -  70 +  90 -  30 -  140

e )  La c o n te s ta c ió n  v i e n e  dada en a) :  180 alumnos

f )  C ard (F  U Q) -  C ard (F )  +  Card(Q) -  Card (F  n  Q) -  120 +  90 -  40 -  170

 o o o O o o o -----

. En e l  c o n j u n t o  f o r m a d o  p o r  t o d o s  l o s  n ú m e ro s  n a t u r a l e s

m e n o r e s  q u e  1 0 0 0  d e c i r  c u á n t o s  n ú m e ro s  h a y  q u e  n o  s o n  m ú l t i p l o s

S O L O C I O H  :

Sean A = {m ú l t ip lo s  d e  3Í ; B ■ {m ú l t i p l o s  de 5 )  ;  C -  {m ú l t ip l o s  de 7}

entonces A n  B -  {m ú l t ip l o s  de 3 y  5 }  -  {m ú l t ip lo s  de 15}

A D C  ■ (m ú l t ip lo s  de 3 y 7 }  ■  {m ú l t ip lo s  de 21}

B n C  *  {m ú l t ip lo s  de 5 y 7 }  ■  (m ú l t ip lo s  de 35}

A  n  B n  C ■ {m ú l t ip lo s  de 2 ,5  y  7} ■  {m ú l t i p l o s  de 105}

(A  U  B U  C)1 *  (no  m ú l t ip lo s  de 3 n i  de 5 n i  de 7 . }

a )  Card (A )  -  999/3 -  333 ya que 999 es e l  Últ imo m ú l t ip lo  de 3 <  1000

Card (B ) -  995/5 -  199 ya que 995 es e l  ú lt im o m ú l t ip lo  de 5 <  1000

Card (C ) = 994/7 -  142 ya  que 994 es e l  ú l t im o  m ú l t ip lo  de 7 <  1000

De una manera aná loga  se c a lcu la n  l o s  c a r d in a le s  s i g u ie n t e s  :

Card(A O  B) =  66 ;  C ard (A  n  C) -  47 ; Card(B O  C) = 2 8

Card(A H  B H  C ) = 9

b ) E l ca rd in a l  de l a  unión de l o s  t r e s  con jun tos  es  :

C ard (A  U B U C )  ■  333 +  199 +  142 -  66 -  47 -  28 +  9 -  542

c )  E l c a rd in a l  de con junto complementario que nos da e l  número de números 

no m ú l t ip lo s  de 3 n i  de 5 n i  de 7 e s  :

a )  S i  todos  l o s  e s tu d ia n tes  cursan s o l o  es  

as ign a tu ras  la  in fo rm ac ión  e s  f a l s a  ya 

Card (Matemáticas U F í s i c a  U  Química) ■

-  70 +  120 + 9 0 - 5 0 - 3 0 - 4 0 + 2 0

-  180

que no e s  e l  número t o t a l  de alumnos.

S i  no imponemos e s ta  co n d ic ió n  hay 20 a

C a rd ( (A  U B U C ) ' )  ■ 999 -  Card(A U  B U  C) 

-  999 -  542 -  457



4 . 4 6  . S e  l l a m a  d i s t a n c i a  e n t r e  d o s  c o n j u n t o s  f i n i t o s  X e  Y ,  y 

s e  r e p r e s e n t a  p o r  d ( X , Y ) ,  a l  n l lm ero  d e  e l e m e n t o s  d e  s u  d i f e r e n c i a  

s i m é t r i c a .

D e m o s t r a r  q u e  p a r a  c u a l e s q u i e r a  q u e  s e a n  l o s  c o n j u n t o s  A ,B  y  C ,  s e  

v e r i f i c a  q u e  :

d ( A , C )  <  d ( A , B )  +  d ( B , C )
(SELECT1VW M -1976)

S O L U C I O H  :

a )  d (X ,Y )  = número de elementos de su d i f e r e n c i a  s im é tr ic a  = Card(X A  Y)

b )  Por o t ra  p a r t e ,  se  ha demostrado en e l  e j e r c i c i o  1 .41. la  s i g u ie n t e  re la c iú n

A A  C C (A  A  B) U  (B  A  C) 

para cu a lesqu ie ra  con juntos A,B y C.

De a )  y b )  se  s igue que :

C ard (A A C ) <  Card ( (A  A  B) Ü ( B A C ) )

-  Card(A A  B) +  Card(B A  C) -  C a rd ( (A  A  B) O  (B A  C)

<  CardíA A  B) +  Card(B A  C)

es  d e c i r ,  d (A ,C )  <  d (A ,B )  +  d(B,C)

n in g u n o  d e  l o s  c o n j u n t o s  A ,  B y  C s a b i e n d o  q u e  ha y  N e l e m e n t o s  en  

t o t a l , d e  l o s  c u a l e s  l a  t e r c e r a  p a r t e  p e r t e n e c e n  a  A , l a  t e r c e r a  p a r  

t e  a  B , 1 a  t e r c e r a  p a r t e  a  C , l a  q u i n t a  p a r t e  a  c a d a  p a r  d e  e l l o s  y

l a  d é c im a  p a r t e  a  l o a  t r e s .  I S I i r C n i r t W »  -  19761

S O L O C I O B  :

Sabemos que se v e r i f i c a  la  s ig u ien te  r e la c iú n  :

CardíA U B U C )  -  Card(A) +  Card(B) +  Card(C) -

Card(A O B) -  Card(A n  C) -  Card(B f t  C) +

CardíA n  B n  C) ,

sustituyendo se t i e n e  :

C a r d ( A U B U C )  - *  + |  +  f  »

-  u n  3 + 1 \ 2 + 1 \  .  5N -  N- H(1 - 5 + iq ) - n ( t  + r e > - 73- - —

Por tan to ,  „  s
CardíA U B U C ) ' N - Í  ■ - j -  ,

s iendo CardíA U B U C )  e l  número de elementos que no pertenecen ni a A , ni



4 . 4 8  .  E n  un c u r s o  d o n d e  h a y  4 0  a l u m n o s , c a d a  u n o  d e  l o s  c u a l e s  

e s t á  m a t r i c u l a d o  e n  d o s , y  s o l o  e n  d o s ,  d e  l a s  a s i g n a t u r a s  d e  L a 

t í n  , G r i e g o  y  A r a b e , s e  s a b e  q u e  e n  L a t í n  h a y  m a t r i c u l a d o s  e n  t o t a l

33 a l u m n o s ,  y  q u e  e n  G r i e g o  h a y  m a t r i c u l a d o s  e n  t o t a l  33 a lu m n o s .

¿ C u á n t o s  a lu m n o s  h a y  m a t r i c u l a d o s  e n  L a t í n  y  e n  G r i e g o  s i m u l t á n e a 

m e n t e ? .  ¿ P o r  q u é ? .  H a c e r  un d i a g r a m a  d e  V e n n .

S O L U C I O N  :  (S E lE e n W W ®  I975-MaMd)
1) Consideremos p r im ero  e l  diagrama de Venn de l a  f i g u r a  ad jun ta .

L  d es ig n a  e l  c on jun to  de lofe alumnos m a tr icu la d o s  en L a t ín

C d es ig n a  e l  c on ju n to  de l o s  alumnos m a tr icu la d o s  en G r ieg o  y

A d es ig n a  e l  c on ju n to  de l o s  alumnos m a tr icu la d o s  en Arabe ,

x  -  c a r d (L  O  G)

y  = c a r d (L  H  A)

z  -  ca rd (G  H  A)

Los demás subcon juntos  seña lados  en e l  diagrama 

de Venn son v a c í o s  según la s  c o n d ic io n es  d e l  p ro - j  

blema.

2 )  Se t i e n e  por  t a n to  e l  s i g u i e n t e  s is tem a  de e cu ac ion es  :

x  +  y  +  z  ■ 40

x  +  y -  33

x  +  z  -  33 

R e so lv ien d o  e l  s is tem a  se o b t i e n e  :

x  -  26 ,  y  D 7 ,  z = 7

3 )  E l  número de alumnos m a tr icu lad os  s imultáneam ente en G r ie g o  y  e l  L a t ín  e s  26.

 o o o O o o o -----





COMBINATORIA
e n  t í  que ó e  dt& annotlan  la&  6 ¿g iU trU t6  rrateA ieu '•

1. VARIACIONES SIN REPETICION

2. FACTORIALES

3. PERMUTACIONES SIN REPETICION

4. COMBINACIONES SIN REPETICION

5. NUMEROS COMBINATORIOS

6. VARIACIONES CON REPETICION

7. PERMUTACIONES CON REPETICION

8. COMBINACIONES CON REPETICION



Vx , 4 =  2 0 ’ Vx , 2  < *  >  3)
( JRV-1/-6:

5 * " 1 -  H a l l a r  x  e n  la  s i g u i e n t e  e c u a c i ó n  :

S  O  L  O  C I  O

V . son la s  v a r ia c io n e s  de x elementos tomados de 4 en 4. x ,  **

V
x ,  2  son la s  v a r ia c io n e s  de x elementos tomados de 2 en 2

Entonces :  V . -  20. V „x ,4  x ,2

x ( x - l )  ( x - 2 )  ( x - 3 )  ■= 20. x ( x  -  1) ,  s im p l i f i c a n d o  por x ( x - l )

~  ( x - 2 ) ( x - 3 )  -  20

*■* x 2 -  5x +  6 •  20 ,  haciendo operaciones

x 2 -  5x -  14 »  0 ,  restando 20

Y r e s o lv ie n d o  la  ecuación de segundo grado, r e su l ta  :

5 i  / I T T I T  5 ± /8T  5 i  9 ,  -x  =  -----------------------  -    -    -  x ’  7 .x  -  -2
2  2  2  1 2  

De la s  dos so luc iones  s o l o  es  v á l id a  x ■ 7 ,  ya que x  es  e l  ca rd in a l  de un con 

jun to.
 o o o O o o o -----

5 . 2 . R e s o l v e r  l a  s i g u i e n t e  e c u a c i ó n  :

3)

I J KV-V-2
V x , 3  =  2 4 * C x - 2 , 2  <x  > 3 >

S O L U C I O N  :

-  V -  son la s  v a r ia c io n es  de x elementos tomados de 3 en 3.x , 3

Cx _ 2  ^ son la s  combinaciones de x- 2  elementos tomados de 2 en 2 .

Vx .3  • “ •Cx -2 .2

—  , ( ,  - I X ,  - 2 )  » 2 4 3)

—  x (x  -  1) -  12 (x -  3)

—  X 2 -  x  = 12x -  36

«- *  x2 -  13x +  36 •  0

Y r e s o lv ien do  l a  ecuación de segundo grado ,  r e s u l t a  :

13 * /  169 -  144 13 i  5
 ---------------- 2-------------  "   ~

luego l a s  r a fe e s  son :  x^ *  9 , = U

Por tan to ,  x puede tomar lo s  v a lo r e s  9 y  4.



5 .  3 .  H a l l a r  e l  número d e  p e r m u t a c i o n e s  d e  l a s  c i f r a s  1 , 2 , 3 , 4  

y  5  en  l a s  c u a l e s  l a s  t r e s  p r im e r a s  c i f r a s  c o n s e r v e n  s i e m p r e  e l  o r  

den  r e l a t i v o  1 , 2 , 3 .  (PRFtfflVreSITARIO)

S O L O C I O H  :

S i  l a s  c i f r a s  1 ,2,3  han de conservar e s te  o rden , las  dos c i f r a s  restantes  4 y 5 

pueden in t e r ca la r s e  en tre  e l l a s  de todas la s  maneras pos ib les .

a )  Las c i f r a s  4 y 5 van seguidas :

Los casos p os ib le s  son :

CC123 , ICC23 ,  12CC3 .123CC donde C puede ser 4 o 5 , luego e l  número

de casos es  8

b )  Las c i f r a s  4 y 5 se  colocan alternat ivam ente  :

La co locac ión  p os ib le  es  :  C 1 C 2 C 3 C donde C puede s e r  4 o 5.

In f luyendo e l  orden en que se toman la s  c i f r a s  y  e l  lugar donde se colocan, 

lo s  números d i f e r e n te s  se  obtienen  hallando la s  va r iac ion es  de 4 elementos 

tomados de dos en dos. Por tanto

Número de casos p os ib le s  en b )  -  v4 2 “  4,3

De a )  y b )  s e  s igue que :

Número de permutaciones - 8 + 1 2 - 2 0

 o o o O o o o -----

5 .  4 .  E l  s é x t u p l o  d e l  núm ero d e  c o m b in a c i o n e s  q u e  s e  pueden  

f o r m a r  c o n  m o b j e t o s  to m a d o s  d e  3 en  3 ,  e s  i g u a l  a l  número d e  v a 

r i a c i o n e s  q u e  s e  p u ed en  f o r m a r  c o n  m-1 o b j e t o s  to m a d o s  d e  4 en  4 . 

H a l l a r  e l  v a l o r  d e  m, m > 4 .  ( PREUNIVERSITARIO)

S O L O C I O H  :

La ecuación deducida de l enunciado es la  s igu ien te :

‘ ■C. , 3  '  V l . «
i

—  6. m(°  "  ( “ - * ) ( « " -  2)(m -  3)(m -  4)

«—  m -  (m -  3 ) (m  -  4)

—* m -  m2 -  7m +  12

«=» 0 -  m2 -  8m +  12

Reso lv iendo la  ecuación de segundo grado , r e su l ta  :

8 i  /64 - 48 8 ± 4 ,m = ■■ —  ■ ------------ «• m - o  o m r  ¿
2  2

Como m >  4 , se s igue que m -  6.



5 . 5 .  « « s o l v e r  l a  s i g u i e n t e  e c u a c i ó n  : 

3 .  ( « ♦ * ) .  5 . ( x  ♦

S O L U C I O N  :

i  j r v - v - 1 5 :

3.

,  ( x  +  2 )  ( x  +  l ) x  ( x  ♦  l ) x
i  . ------------------------------------------------  *  5 .    —

1 . 2 . 3  1. 2

—  x  +  2 -  3

—  x  -  3

El  v a l o r  d e  x  ,  e s  p o r  c a n c o  , 3 .

— o o o O o o o -----

5 .  6 .  S e  t i e n e n  17 b o l a s  d i f e r e n t e s  y  d o s  c o f r e s . ¿ D e  c u á n ta s  

m a n e ra s  e s  p o s i b l e  c o l o c a r  8 b o l a s  en  un o  d e  e l l o s  y  9 en  e l  o t r o ? .

S O L U C I O N  :

A cada combinación de 8 bo la s  dencro de un c o f r e  l e  corresponde oc ra  de 9 bo las

en e l  ocro .Escas  d i fercnC es  oaneras es igu a l  a l  s igu icn ce  núnero combinatorio :

_ 17.16.15.14.13.12.11.10    _ , lrt
1 7 ,S  '  1 7 ,9  '  ---------é . 7 '.' 6 . 5 . S . 3 . S . 'Í-------  ’  ‘  24 310

 o o o O o o o -----

5 . 7 .  H a l l a r  t o d o s  l o s  nú m eros  c a p i c ú a s  d e  c i n c o  c i f r a s .

S O L U C I O N  : IJK IM M )

Los núaeros capicúas de c inco  c i f r a s  son de la  fo r a a  :  a b c  b  a  con a .b  y  c 

c i f r a s .

1*)  El lugar de l a  c i f r a  " a "  l o  pueden ocupar codas l a s  c i f r a s  nonos e l  0.

Por canco, e l  núnero de p o s ib i l id a d es  de e l e c c ió n  de " a "  e s  9.

2 ° )  E l lugar de la  c i f r a  " b "  l o  pueden ocupar codas l a s  c i f r a s .

Por canco, e l  número de p o s ib i l id a d es  de e le c c ió n  de "b "  es  10

3“ )  Finalmente, e l  lugar  de l a  c i f r a  " c "  l o  pueden ocupar todas la s  c i f r a s .

Por canco, e l  número de p o s ib i l id a d es  de e le c c ió n  de " c "  es  10.

En consecuencia :

Número de capicúas ■ e le c c io n e s  de a « e l e c c i o n e s  de b  « e l e c c i o n e s  de c

-  9 .  10 .  10

-  900



5 .  8 .  D e  un t o t a l  d e  c i n c o  f r a n c e s e s  y  s i e t e  i n g l e s e s  s e  fo r m a  

un c o m i t é  c o n  d o s  f r a n c e s e s  y  t r e s  i n g l e s e s . D e  c u á n t a s  f o r m a s  s e  

p u e d e n  a g r u p a r  e n  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s  : 

1 ° )  P u e d e  p e r t e n e c e r  a l  c o m i t é  c u a l q u i e r  f r a n c é s  o  i n g l é s .  

2 ° )  Un i n g l é s  d e t e r m i n a d o  d e b e  p e r t e n e c e r  a l  c o m i t é  

3o ) D os  f r a n c e s e s  d e t e r m i n a d o s  n o  p u e d e n  e s t a r  e n  e l  c o m i t é .

S O L O C I O H  =

1*) n) E l número de e l e c c io n e s  d i s t i n t a s  de dos f ran ceses  es  !  ( 2 )

b) El número de e l e c c io n e s  d i s t i n t a s  de t r e s  in g l e s e s  e s  :  ( 3 )

Por t a n to ,  ✓ s w 7 \
Número de com ités  d i s t i n t o s  -  ( 2J  C 3J ”  l 0 * 33 "  350

2 * )  a )  El número de e l e c c io n e s  d i s t i n t a s  de dos f ra n ce se s  es  10,según hemos 

v i s t o  a r r ib a .

b )  El número de e l e c c io n e s  d i s t i n t a s  de dos in g l e s e s ,  ya que uno pertenece  

a l  com ité  ,  e s  :  ( 2 )

Por tan to ,
Número de com ités  d i s t i n t o s  -  ( 9 X 2 /  10,1S “  150

3 * )  a )  E l número de e l e c c io n e s  d i s t i n t a s  de dos f ran ceses  es  : ( 2 )  • PUPSl°

que dos f ran ceses  determinados no pueden e s t a r  en e l  com ité ,  

b )  El número de e l e c c io n e s  d i s t i n t a s  de t r e s  in g le s e s  es  35 . (V e r  1* ) .

Por t a n to ,  e \ \ r  7\  '
Número de com ités  d i s t i n t o s  -  (  3 J  “  3 -3S “  105

 o o o O o o o -----

5 .  9 .  Un i n t e r r u p t o r  t i e n e  d o s  p o s i c i o n e s  : A p e r t u r a  y  c i e r r e .

En un c u a d r o  c o n  6  i n t e r r u p t o r e s ,  ¿ d e  c u á n t a s  f o r m a s  p u e d e n  e s t a r

4 d o  e l l o s  c e r r a d o s ? .  ( J R V - V - 7 0 )

S O L U C I O N  :

Consideremos e l  s i g u ie n t e  esquema que muestra l o s  6 in t e r r u p to r e s  :

1 2  3 4 5 6

Una forma de e s t a r  4 in t e r ru p to r e s  ce rrados  puede s e r  l a  s i g u ie n t e  :

Se t r a t a ,p u e s ,  de combinaciones de 6  e lementos tomados de 4 en 4. 

Por  tan to .

Número de p o s ic io n es  d i f e r e n t e s  •  Q )  “



5 .  1  O . U n  e s t u d i a n t e  t i e n e  q u e  c o n t e s t a r  8 d e  1 0  p r e g u n t a s  d e  

un e x a m e n .

I o )  ¿ C u á n t a s  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  t i e n e ?  

2 o )  ¿ C u á n t a s  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  t i e n e  s i  l a s  t r e s  p r i 

m e r a s  p r e g u n t a s  s o n  o b l i g a t o r i a s ? .  

3o )  ¿ C u á n t a s  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  t i e n e  s i  d e  l a s  c i n c o  

p r i m e r a s  p r e g u n t a s  h a  d e  c o n t e s t a r  4 ? .

S O L U C I O N  :

I o )  S e  t r a t a  d e  e l e g i r  d e  10 p r e g u n t a s  8 .  p o r  t a n t o ,  s o n  c o m b i n a c i o n e s  d e  10 e -  

l e m e n t o s  t o m a d o s  d e  8  e n  8 .

N ú m ero  d e  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  -  (  c  C D  =  f ~ '  ? "

2 ° )  S i e n d o  l a s  t r e s  p r i m e r a s  p r e g u n t a s  o b l i g a t o r i a s . d e b e  e l e g i r  l a s  o t r a s  c i n c o  

d e  l a s  s i e t e  r e s t a n t e s .

Núm ero  d e  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  “  (  5 )  "  (  2 )  =  T  T  *

3 o )  V eam os  l a s  d o s  p o s i b i l i d a d e s  s i g u i e n t e s  :

a )  C o n t e s t a  l a s  5  p r i m e r a s .

E n t o n c e s  l a s  o t r a s  t r e s  l a s  p u e d e  e l e g i r  d e  l a s  5  r e s t a n t e s .

N ú m ero  d e  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  ■  (  3 )  "  ( 2 )  "

b )  C o n t e s t a  4 d e  l a s  3  p r i m e r a s .

i )  E l  n ú m e ro  d e  p o s i b i l i d a d e s  d e  c o n t e s t a r  4  d e  l a s  3  p r i m e r a s  e s  :

Ü H ! ) -  5
i i )  E l  nú m ero  d e  p o s i b i l i d a d e s  d e  c o n t e s t a r  4  d e  l a s  5  ú l t i m a s  e s  : 

« ) - ( ? ) •  *
P o r  t a n t o ,  p u e d e  e l e g i r  l a s  8  p r e g u n t a s  en  e s t e  c a s o  d e  5 . 3  a  2 5  f o r 

m as  d i f e r e n t e s .

D e  a )  y  b )  s e  s i g u e  q u e  :

Núm ero  d e  f o r m a s  d i f e r e n t e s  d e  c o n t e s t a r  - 1 0 + 2 5 - 3 5

 o o o O o o o -----

5 . 1 1  .  P a r a  j u g a r  a l  d o m in ó  7 f i c h a s  h a c e n  un j u e g o . S a b i e n d o  

q u e  s o n  28 f i c h a s ,  h a l l a r  c u á n t o s  j u e g o s  d i f e r e n t e s  p u e d e n  h a c e r 

s e  c o n  e l l a s .  IJRV-1/-9 )

S O L U C I O N  :

N o  i n f l u y e n d o  e l  o r d e n  d e  l a s  f i c h a s . s e  t r a t a  d e  c o m b i n a c i o n e s  d e  28 e l e m e n t o s  

t o m a d o s  d e  7 en  7 .  P o r  t a n t o  ,

( 2 8 ^  2 8 . 2 7 . 2 6 . 2 5 . 2 4 . 2 3 . 2 2
N um ero  d e  j u e g o s  d i f e r e n t e s  a \  j  J  = ~ — J— 3— 4~~ 3— 6— / V . i J . a . o . n

-  51 580



5 , 1 2 .  D a d o s  n p u n t o s  d e l  e s p a c i o , d e  l o s  q u e  s e  s u p o n e  q u e  no  

h a y  t r e s  e n  l í n e a ,  n i  c u a t r o  en  un n is m o  p l a n o . S e  c o n s i d e r a n  l a s  

r e c t a s  q u e  r e s u l t a n  d e  u n i r l o s  d e  d o s  e n  d o s  ( c a d a  r e c t a  q u e d a  d e 

t e r m i n a d a  p o r  d o s  p u n t o s )  y  l o s  p l a n o s  q u e  s e  o b t i e n e n  a l  c o n s i d e 

r a r  c a d a  t r e s  ( t r e s  p u n t o s  d e t e r m i n a n  un p l a n o ) .  S e  p i d e  :

I o )  H a l l a r  e l  nú m ero  d e  r e c t a s  q u e  d e t e r m i n a n  l o s  n p u n t o s .

2 o )  H a l l a r  e l  n ú m ero  d e  p l a n o s  q u e  d e t e r m i n a n  l o s  n p u n t o s .

3o )  H a l l a r  e l  nú m ero  n ,  p a r a  q u e  e l  nú m ero  d e  p l a n o s  s e  í q u a l  a l

n ú m ero  d e  r e c t a .

4 ’ )  S í  s e  o r d e n a n  l o s  n p u n t o s ,  y  s e  unen  e l  p r i m e r o  c o n  e l  s e g u n 

d o , é s t e  c o n  e l  t e r c e r o ,  e l  t e r c e r o  c o n  e l  c u a r t o ,  e t c .  ,  e l  

ú l t i m o  c o n  e l  p r i m e r o  r e s u l t a  una f i g u r a  o u e  p o d em o s  l l a m a r  p o  

l í q o n o , c u y o s  l a d o s  s o n  l o s  s e g m e n t o s  a n t e r i o r e s ; l o s  d e m á s  s e g 

m e n to s  q u e  l o s  unen  s e  l l a m a n  d i a g o n a l e s .

H a l l a r  e l  nú m ero  d e  é s t a s .

5 o )  H a l l a r  n p a r a  q u e  e l  nú m ero  d e  d i a g o n a l e s  s e a  e l  d o b l e  q u e  e l  

d e  l a d o s .  (PREUNIVERSITARIO)

S O L U C I O N  s

1" )  E l número de r e c ta s  ( y a  que dos puncos determinan una re c ta  y s o lo  una) 

v ie n e  dado por e l  número de combinsciones de n elementos tomados de dos 

en «los. Por tan to .

Número d«* r e c t a s  -
G )

n (n  -  1 )
 5—

2o)  E l número de p lanos ( y a  que t r e s  puntos determinan un p lano y s o l o  uno)

v ie n e  dado por e l  número de combinaciones de n elementos tomados de t r e s  en 

t r e s .  Por t o n to ,  „ ( „ - l ) ( n - 2 )

- ( 3 -  ^

J . )  ~2> « e  donde n -  5

4 * )  De cada v é r t i c e  d e l  p o l íg on o  sa len  o  parten n -  3 d ia gon a les  , ya que es te  

forma d iagon a les  con todos lo s  res tan tes  menos con lo s  dos adyacentes y e l

nÍBm0, n(n -  3)
Número de d iagona les  ■ — - -  ^

puesto que dos v é r t i c e s  determinan una d iagona l y a l  con s iderar  lo s  dos 

v é r t i c e s  l a  contamos dos veces .

5 * )  La cond ic ión  d e l  enunciado se  traduce en :

" (n- j -  -  -  2 n  *-» n - 3 « 4 —  n - 7



5 . 1 3  . E l  c o n j u n t o  0  t i e n e  28 s u b c o n j u n t o s  d e  d o s  e l e m e n t o s  .

¿ C u á n t o s  e l e m e n t o s  t i e n e  0 ? .

S O L O C I O N  :

Sea x  -  Card(U) , es  d e c i r ,  e l  número de e lenen tos  de U, entonces e l  número de 

subconjuntos de dos e lementos es  ( * )  • Por tan to ,

( 2 ) "  \ X * (X  '  0  "  28 -  x ( x  -  1) -  56 =» x2 -  x -  56 -  0

Reso lv iendo e s ta  ecuación s e  t i e n e  : x -  8 .  Luego, Card(O) = 8

 o o o O o o o -----

5 . 1 4  . U n  c o n j u n t o  0  t i e n e  64 s u b c o n j u n t o s .  S e  p i d e  :

a )  Número d e  e l e m e n t o s  d e  O

b )  N úm ero  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  0 , l , 2 , . . . , n  e l e m e n t o s ,  s i e n d o  n e l

n ú m ero  d e  e l e m e n t o s  d e  U

S O L O C I O N  :

Hemos v i s t o  en e l  c a p í tu lo  a n t e r i o r  que s i  un conjunto t i e n e  n e lementos .en

tonces e l  número de subconjuntos e s  2n . Por tan to  :

a )  2 °  -  64 ■* 2 °  -  26 n ■> 6 

Luego, Card(U) -  6

b )  Subconjuntos de 0  elementos :  1 ( e l  subconjunto 0)

Subconjuntos de 1 elemento :  6

Subconjuntos de 2 elementos :  ( "  “ 77T~ "

20Subconjuntos de 3 e lementos :  ( 3 )  a 75 '

Subconjuntos de 4 elementos = (  4 )  ’  ( 2 )  "

Subconjuntos de 5 elementos :  ( 5 )  “  "* ^

Subconjuntos de 6  e lementos :  1

 o o o O o o o -----

5 . 1 5  ,  Un c o n j u n t o  U t i e n e  10 s u b c o n j u n t o s  d e  3  e l e m e n t o s .

¿ C u á n t o s  e l e m e n t o s  t i e n e  U?.

S O L U C I O N  :

Sea x ■ Card(U) ,  entonces e l  número de subconjuntos de 3 e lementos es

PO tC * n t0 ' ( » ) -  - f r - i l f ó - P  -  10  -  x ( x - l , ( x - 2 )  -  60

Como x debe s e r  un número n a tu ra l  e l  ún ico que cumple e s ta  ecuación es x -  5.

Luego, Card(D) -  5



5 . 1 6  .  S e  t i e n e  un t a b l e r o  d e  dam as  d e  5  p o r  5  y  s e  c o l o c a n  

5 f i c h a s  d e  m odo  q u e  e n  c a d a  f i l a  h a y a  una s o l a  f i c h a  y  t a m b i é n  u -  

n a  s o l a  e n  c a d a  c o lu m n a .  S e  p i d e  :

a )  ¿ D e  c u á n t a s  m a n e r a s  p u e d e n  c o l o c a r s e  s i e n d o  l a s  f i c h a s  i n d i s 

t i n g u i b l e s  e n t r e  s í ? .

b )  ¿ Y  s i  s o n  d i s t i n g u i b l e s ? .

S O L O C I O H  :

Consideremos e l  t a b l e r o  de l a  f i g u r a  ad jun ta .

Como debe haber una f i c h a  en cada f i l a  y en 

cada columna,podemos c o l o c a r  desde e l  p r i n c i 

p i o  una f i c h a  en cada columna y  lu ego  permu

ta r  l a s  f i c h a s  según la s  f i l a s .

a )  Por tan to .

Número de maneras d e  c o lo c a c ió n  de f i c h a s  -  5 !  *■ 1 . 2 . 3 . 4 .5  -  120

b ) S i  son d i s t i n g u ib l e s  l a s  f i c h a s  cada una de l a s  formas de a )  da lu ga r  a

5* •  1 . 2 . 3 . A . 5 -  1 2 0  formas d i s t i n t a s .

P o r  tan to .

Número de maneras de c o lo c a c ió n  de f i c h a s  -  5 ! .  5! -  120.120 -  14400

 o o o O o o o -----

a l l a 12 a 13 a 14

a 21 a 22 a 23 a 24

a 31 3 32 a 33 a 34

a 41 a 42 a 4 3 a 44

¿ C u á n t o s  p r o d u c t o s  d i s t i n t o s  s e  p u e d e n  f o r m a r  d e  m odo  q u e  e n  c a d a  

p r o d u c t o  e n t r e  un n ú m e r o  d e  c a d a  f i l a  y  u n o  d e  c a d a  c o lu m n a ? .

S O L O C I O H  :

Cada p rodu c to  t i e n e  c in c o  f a c t o r e s  y  cada uno de l o s  f a c t o r e s  p e r ten ec e  a una 

f i l a  y  a una columna.

Son p rodu c tos  d i s t i n t o s ,  por  e jem p lo  ,  a n a 22a 33a44 * a l l a 24a 33a42 * ***

Teniendo en cuenta que se v e r i f i c a  l a  p rop iedad  conm utativa ,estam os en e l  p r i 

mer caso d e l  e j e r c i c i o  a n t e r i o r .

Por  t a n to .

Número de f a c t o r e s  d i s t i n t o s  -  4 !  -  1 .2 .3 .4  -  24



5 . 1 8 . R e s o l v e r  l a  s i g u i e n t e  e c u a c i ó n  : P n  =  8 *p n _i

S  O  L  O C I  O

son la s  permutaciones de n e lementos. 

Pn_ j son la s  permutaciones de n-1 elementos.

( J R V - V - i )

Entonces :
n

« - »  n !

«=** n

8 -Pn-l 

8 . (n -1 ) ! Iu & u e  l a  obótAvacÁón)

.  Por  t a n t o , l a  s o lu c ió n  e s  n ■ 8

OBSERVACION : n !  =  1 . 2 . 3 . 4 . 5 ..................( n - 3 )  ( n - 2 ) ( n - 1 ) n

( n - 1 ) !  =  1 . 2 . 3 . 4 . 5 ................. ( n - 3 )  ( n - 2 )  ( n - 1 )

 o o o O o o o ----

5 . 1 9  •E n  un t o r n e o  d e  b a l o n c e s t o  p a r t i c i p a n  e l  M a d r i d , e l  E s t u 

d i a n t e s  y  e l  J u v e n t u d  d e  B a d a l o n a . ¿ D e  c u á n t a s  m a n e r a s  p u e d e n  c l a s i  

f i c a r s e ? .  (JRV-I/-3)

S O L U C I O N  :

E l número de c l a s i f i c a c i o n e s  d i s t i n t a s  v ie n e  dado por e l  número de permutacio

nes d e l  con junto (Madrid ,  Estud iantes  ,  Juventud).

Por ta n to  :  N(¡mero de c l a s i f i c a c i o n e s  -  P3 -  3 !  “ 6

S i  designamos l o s  equipos por sus i n i c i a l e s , l a s  d i s t i n t a s  maneras de c l a s i f i c a r  

se  v ienen  dadas en e l  s i g u i e n t e  diagrama en á rb o l  :

J : M -  E -  J

E : M -  J  -  E

J : E -  M -  J

M : E -  J  -  M

E : J  -  M -  E

M : J  -  E -  M

 o o o O o o o -----

5 . 2 0 .  ¿D e  c u á n t a s  f o r m a s  p u e d e n  c o l o c a r s e  4 a lu m n o s  e n  un b a n 

c o  ? .
( J R V - V - U

S O L U C I O N  :

Se t r a t a  de permutaciones de 4 e lementos .  Por  ta n to  , 

Número de formas de c o lo ca rs e  ■ P¿ -  4 !  = 1 .2 .3 .4  -  24



5 . 2 1 .  ¿ C u á n t o s  n ú m e r o s  d e  c i n c o  c i f r a s  s i n  q u e  s e  r e p i t a  n i n 

g u n a  d e  e l l a s ,  s e  p u e d e n  f o r m a r  c o n  l a s  c i f r a s  0 , 1 , 2 , 3 , 4 ? .  

C a l c u l a r  s u  s u m a .  ( J f f V - V - l f l

S O L U C I O N  :

a )  C á lc u lo  d e l  número de números que s e  pueden form ar.

Con la s  c i f r a s  0 , 1 , 2 , 3 , A s e  pueden form ar *» 5 ! -  120 números, es  d e c i r ,  

l o s  números que se  ob t ien en  permutando l a s  c in c o  c i f r a s .

De e s t o s  120 números, no todos  t i e n e n  5 c i f r a s ,  pu es to  que l o s  números que 

comienzan por  l a  c i f r a  0  t i e n e n  en r e a l i d a d  A c i f r a s .

1 ° )  Números que comienzan por  0  :

120 :  5 -  2A 

2 ° )  Números d e  c in c o  c i f r a s  :

120 -  24 -  96

b )  C á lc u lo  d e  l e  suma de e s t o s  96 números de c in c o  c i f r a s .

1 " )  Suma de l a s  un idades :

24 .0  +  18.1 +  18.2 +  18.3 +  18.A -  18(1 +  2 +  3 +  4 )

N ótese  que a l  q u i t a r  2A números que empiezan en 0  ,  hemos q u i ta d o  2A 

números que te rm inan: 6  en 1 ,  6  en 2 , 6 en 3 y  6 en A 

2o )  Suma de l a s  decenas :

2A .0  +  18.1 +  18.2 +  18.3 +  18.A -  18(1 +  2 +  3 +  4 )

3 * )  Suma de l a s  cen tenas  :

24 .0  ♦  18.1 ♦  18.2  +  18.3  ♦  18.4 -  18(1 + 2 + 3 + 4 )

4 * )  Suma de l o s  m i l l a r e s  :

24.0  ♦  18.1 ♦  18.2  +  18.3  ♦  18.4 •  18(1 + 2 + 3 + 4 )

5 * )  Suma de l a s  decenas d e  m i l l a r  :

24.1 +  24 .2  +  24 .3  +  24.4  -  24(1 + 2 + 3 + 4 )

N ó tese  que ningún número com ienza por 0  y hay 2A que comienzan por  1, 

2A por 2 ,  2A por  3 y 2A por  A.

Sumando l o s  números de l o s  apartados  u n t e r i o r e s  se  t i e n e  :

SUMA -  18(1 +  2 +  3 +  4 ) .  1 +

18(1 +  2 +  3  ♦  4 ) .  10 +

18(1 ♦  2 +  3 +  4 ) .  100 +

18(1 + 2 + 3 + 4 ) .  1000 ♦

24 (1  + 2 + 3 + 4 ) .  10000

-  ( I  +  2 +  3  +  4 ) ( 1 8 .1  ♦  18.10 ♦  18.100 +  18.1000 ♦  24.10000)

-  10(18 ♦  180 +  1800 ♦  18000 ♦  240000)

-  2 599 980



5 . 2 2  . C o n s i d e r e m o s  e s c r i t a s  e n  o r d e n  a l f a b é t i c o  t o d a s  l a s  p e r 

m u t a c i o n e s  p o s i b l e s  d e  l a s  l e t r a s  A , B , C , D  y  e .

a )  ¿ Q u é  p e r m u t a c i ó n  o c u p a  e l  l u g a r  7 3 ? .

b )  ¿ Q u é  l u g a r  o c u p a r á  l a  p e r m u t a c i ó n  CDABE?

S O L O C I O H  :
JRV-V-14

a )  Pe rm utac iones  que empiezan  por  A ,  A - - - -  :  24

(p u e s to  que d e t r i s  de A  s e  pueden c o l o c a r ,  perm utándo las ,  l a s  c u a t r o  l e t r a s  

r e s t a n t e s ) .
• 24Perm utac iones  que em piezan  p o r  B ,  B -  -  -  -

Pe rm utac iones  que em piezan  p o r  C ,  C -  -  -  -  : 24

L u e g o ,p o r  A .B  y  C em piezan  : 24 +  24 +  24 «  72

La perm utac ión  73 em pezará ,  por  t a n t o ,  por  l a  l e t r a  D y  s e r á  :

D A B C E

b )  Pe rm utac iones  que empiezan  por  A ,  A -  -  -  -  :  24

B ,  B ------  :  24

CA, C A ---------  :  6

CB, C B   :  6

. C D A B E  : 1

Perm utac iones  que em piezan  por 

Pe rm utac iones  que empiezan por 

Pe rm utac iones  que empiezan por 

Pe rm utac iones  que empiezan por 

La perm utac ión  s i g u i e n t e  es

P o r  t a n t o ,  l a  perm utac ión  CDABE ocupa e l  lu g a r  :  61

 o o o O o o o ------

5 . 2 3  . C o l o c a d a s  e n  o r d e n  a l f a b é t i c o  t o d a s  l a s  p e r m u t a c i o n e s  d e

ABCDEFG , s e  d e s e a  s a b e r  e l  l u g a r q u e o c u p a  l a  p e r m u t a c i ó n d a d a

p o r  "C G A D B E F " . ( PREUNIVERSITARIO]

S O L U C I O N  : -

Número de perm utaciones que empiezan por A > A -------------- - 720

Número de perm utac iones que empiezan por B ♦ B -------------- ■ -  ■ 6 ! ■ 720

Número de perm utac iones que empiezan por CA >
B 120

Número de perm utac iones que empiezan por CB * C B -------- ---- -  =  5 ! 120

Número de perm utac iones que empiezan por CD > C D -------- -- ■ -  -  5 ! 120

Número d e  perm utac iones que empiezan por CE C E -------- -- - -  -  5 ! ** 120

Número d e  perm utac iones que empiezan por CF 9 C F -------- --- 120

Número d e  perm utac iones que empiezan por CGAB 9 C G A B -  -.  _  -  3 ! ■ 6

T o t a l  -  2046

La s i g u i e n t e  perm utac ión  e s  p rec isam en te  l a  p e d id a ,  e s  d e c i r ,  C G A D B E F ,  y 

ocupará  ,  por  t a n to  ,  e l  lu g a r  2047.



5 . 2 4 .  ¿ C u á n ta s  o r d e n a c i o n e s  d i f e r e n t e s  p u e d e n  f o r m a r s e  c o n  t o 

d a s  l a s  l e t r a s  d e  l a  p a l a b r a  PERMUTACION?. 

¿ C u á n ta s  e m p ie z a n  p o r  P ? .

¿ C u á n ta s  e m p ie z a n  p o r  P E R ? .  ( J R I M M 3 )

S O L U C I O N  :

a )  L a s  o r d e n a c i o n e s  d i f e r e n t e s  q u e  s e  pu eden  f o r m a r  c o n  t o d a s  l a s  l e t r a s  d e  l a  

p a l a b r a  PERMUTACION so n  l a s  p e r m u t a c i o n e s  de e s t a s  11 l e t r a s .  P o r  t a n t o  ,

Número d e  o r d e n a c i o n e s  d i f e r e n t e s  -  P ^  = 1 1 1 -  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1

.  39916800

b ) ¿Cuántas empiezan por P?.

L a s  p a l a b r a s  q u e  co m ie n z a n  p o r  P s o n  d e  l a  fo rm a

P - - - - -  -  -  -  -  -

y  s e  o b t i e n e n  pe rm u tando  l a s  l e t r a s  r e s t a n t e s  ( i n d i c a d a s  p o r  t r a z o s ) .

Numero d e  o r d e n a c i o n e s  q u e  c o m ie n z a  p o r  P ■  P j q  -  1 0 !

-  1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .1 0  

.  3628800

c )  ¿Cuántas empiezan por PER?.

Las palabras que comienzan por PER son d e l  forma 

PER -  - -  - -  - -  -

y se  obtienen permutando la s  l e t r a s  restantes  ( ind icadas  por t r a zo s ) .

Número d e  o r d e n a c i o n e s  q u e  co m ie n z a n  p o r  PER «  Pg  -  8  !

-  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 .

= 40320

 o o o O o o o -----

5 . 2 5 .  ¿ C u á n to s  núm eros d e  c i n c o  c i f r a s  d i s t i n t o s  p u ed en  form a

s e  c o n  l a s  c i f r a s  2 , 3 , 4 , 5  y  6  q u e  s e a n  m en o re s  d e  6 5 0 0 0 ,  n o  p u d i é  

d o s e  r e p e t i r  n in g u n o ? .  (SELECT1V1VAV -  f976]

S O L U C I O N  :

Es ev iden te  que se  t ra ta  de permutaciones de 5 elementos,puesto que solamente 

hay c inco  c i f r a s  y deben en tra r  en la  formación de l número la s  c in co  ya que no 

se  r ep i ten .

a )  Números d i f e r e n t e s  q u e  s e  pu eden  fo rm a r  ■  ■  5 *  ■  1 . 2 . 3 . 4 . 5  -  120

b )  De e s t o s  120 núm eros no  cum plen  l a  c o n d i c i ó n  l o s ’  q u e  son m a y o r e s  q u e  65000.

Números q u e  em p ie z a n  p o r  6 5 : 6 5  ---------  ■  3 1 - 1 . 2 . 3  “ 6  ,

p u e s t o  q u e  en  l o s  t r e s  t r a z o s  podemos c o l o c a r  l o s  nú m eros  2 , 3  y  4  d e  6 ma

n e r a s  d i f e r e n t e s .

c )  Núm eros  m e n o re s  q u e  65000 -  1 2 0  -  6 -  114.

ID 
l»

1



5 . 2 6  .  U sa n do  un d ia g r a m a  d e  á r b o l  h a l l a r  l a s  v a r i a c i o n e s  de

l o s  e l e m e n t o s  m , n , p , q  tom ados  d e  d o s  e n  d o s :

a )  c o n  r e p e t i c i ó n  r

b )  s i n  r e p e t i c i ó n .  

S O L O C I O B  :

a )  V a r i a c i o n e s  c o n  r e p e i c i ó n .

■-P

m-q

n-B

n-n

n -p

n -q

P ' - °

p -n

P -P

p - q

q - «

q -n

q- p

q-q

E l  número d e  v a r i a c i o n e s  c o n  r e p e t i 

c i ó n  e s  4 . 4  =  4 2 -  16.

( J W - V - 5 1

b )  V a r i a c i o n e s  s i n  r e p e t i c i ó n

E l  n S » e r o  d e  v a r i a c i o n e s  s i n  r e p e t i c i ó n  

e s  4 Í 3  -  12

 o o o O o o o -----

5 . 2 7 . ¿ C u á n to s  nú m eros  d e  9 c i f r a s  s e  p u ed en  e s c r i b i r  c o n  l a s  

c i f r a s  1 , 2 , 4 , 6  s a b i e n d o  q u e  e l  2 s e  r e p i t e  3 v e c e s  y  e l  6 s e  r e p í  

t e  4 v e c e s ? .  (J R R -V -1 9 )

S O L U C I O »  :

Un número d e  l o s  p e d i d o s  s e r á  d e  l a  fo rm a  s i g u i e n t e :  1 2 2 2 4 6 6 6 6

Es e v i d e n t e  q u e  s e  t r a t a  d e  l a s  p e r m u t a c io n e s  c o n  r e p e t i c i ó n  d e  9  e l e m e n t o s  de 

l o s  c u a l e s  e l  2  s e  r e p i t e  3  v e c e s  y  e l  6 s e  r e p i t e  4  v e c e s .

P o r  t a n t o ,  ............................................................................ 9 !  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9
Numero d e  núm eros d i f e r e n t e s  -  - y ^ T  -  1 7 7 X 0 7 5 7 5-------- 2520



5 . 2 8  . ¿ C u á n t o s  p r o d u c t o s  d i f e r e n t e s  d e  c u a t r o  f a c t o r e s  p u e d e n  

f o r m a r s e  c o n  l o s  n ú m e ro s  3 , 5 , 7 , 9 ? .

a )  S i n  r e p e t i c i ó n

b )  C o n  r e p e t i c i ó n .  ( J t P - I M O )  

S O L D C I Q H  :

a )  Con lo s  números 3 ,5,7  y  9 solamente se  puede formar e l  producto 3 .5.7 .9  

puesto que lo s  que se obtienen permutando e s tos  números son igua les  por 

l a  propiedad conmutativa d e l  producto.

b) E l número de productos d i f e r e n te s  que se  pueden formar con lo s  números

3 ,5 ,7 ,9  . r e p i t i é n d o lo s ,  es  igu a l  a l  número de combinaciones con r epe t ic ión  

de A elementos tomados de A en 4 . Por tan to  :

número de productos d i f e r e n te s  •  CR¿ ¿ °  ¿ +  ¿ * )  '  ( ! )  *  ( j )  *  ^

OTIO METODO;

1) Productos d i f e r e n te s  rep i t ien d o  A veces cada número :

3 .3 .3 .3  ;  5 .5 .5 .5  ;  7 .7 .7 .7  ;  9 .9.9 .9

Número de productos -  A

2) Productos d i f e r e n te s  rep it ien do  3 veces cada número :
i  5

3 .3.3 . j  7 ;  5 .5.5 .
9

3 3 3
7 ; 7 .7 .7 .  J 5 ;  9 .9 .9 .  {  5
9 ( 9  f  7

Número de productos ■ A . 3 = 12

3) Productos d i f e r e n te s  rep i t ien d o  2 veces cada número.

Consideremos que se r ep i ten  lo s  dos primeros fa c to r e s  ,  entonces los dos 

últ imos se pueden e l e g i r  de l o s  t r e s  números res tan tes  y e l  número de po

s ib i l id a d e s  es C j  j  ^

Números de productos ■ A . 3 ■ 12

A) Productos d i f e r e n te s  rep i t ien d o  lo s  dos primeros fa c to re s  y lo s  dos últimos.

3 .3 .5 .5  ; 3 .3 .7 .7  ;  3 .3 .9 .9  ; 5 .5 .7 .7  ; 5 .5 .9 .9  ; 7 .7.9 .9

Número de productos -  6

5) Productos d i f e r e n te s  s in r e p e t i r  ningún fa c to r .

Número de productos ■ 1 (Es e l  apartado a ) )

Sumando se t i e n e  : A +  12 +  12 +  6 +  1 -  35

 o o oO o oo -----



5 . 2 9 -  c o n  l a s  c i f r a s  6 , 7 , 8  y  9  :

1 * )  ¿ C u á n t o s  n ú m e r o s  d e  6 c i f r a s  p u e d e n  f o r m a r s e ? .

2 ° )  H a l l a r  l a  suma d e  t o d o s  e l l o s

3 ° )  H a l l a r  l a  suma d e  t o d o s  l o s  q u e  t e r m i n a n  e n  6 .

S  O  L  ü  C  I  O  H : (PREUNIVERSITARIO!

I * )

2*)

S i  A -  ( 6 , 7 , 8 , 9 }  en tonces  l o s  números de 6 c i f r a s  v ien en  dados por  lo s  

e lem entos  de A « A > A « A < A " A .  Su número e s :  4 « 4 k 4 x 4 x 4 » 4  ■ 4096

Este número e s  también e l  de v a r ia c io n e s  con r e p e t i c i ó n  de c u a t r o  elemen

to s  tomados de s e i s  en s e i s .

En e s to s  4096 números en tra rán  ig u a l  número de v e c e s  cada c i f r a ,  t a n to  * 

e l  lugar  de l a  un idades , como de la  decenas ,  cen tenas  o m i l l a r e s .  Por 

t a n t o ,  hay 4096 : 4 = 1024 números que terminan en 6

1024 números que terminan en 7

1024 números que terminan en 8

1024 números que terminan en 9

, suma de unidades 

, suma de decenas 

, suma de centenas 

, suma de m i l l a r e s  

, suma de decenas de m i l l a r  

,  suma de centenas de m i l l a r

3*)

SUMA -  1024(6 +  7 +  8 +  9 ) . 1  ♦

1024(6 +  7 +  8 +  9 ) . 1 0  +

1024(6 +  7 +  8 +  9 ) .1 0 0  +

1024(6 +  7 +  8 +  9 ) .1 0 0 0  +

1024(6 +  7 +  8 +  9 ) .10000  +

1024(6 +  7 +  8 +  9).100000

-  1024(6 +  7 +  8  +  9 ) ( I ♦  10 ♦  100 ♦  1000 +  10000 +  100000)

-  1024 .  30 .  l i l i l í

-  3 413 329 920

Hemos v i s t o  que l o s  números que terminan en 6  son 1024.

En l o s  lu ga res  de l a  decenas ,  c en ten o s ,  e t c  en tra rán  por  i g u a l  la s  c i f r a s  

6 ,7 ,8  y 9 . Su número e s  : 1024 :  4  -  256

SUMA -  1024.6 +

256(6 +  7 +  8  +  9 ) . 1 0  +

256(6 +  7 +  8  +  9 ) .1 0 0  ♦

256(6 +  7 ♦  8  +  9 ) .1000  ♦

256(6  +  7 +  8  +  9 ).10000 ♦

256(6  +  7 +  8 +  9).100000

-  256(6  +  7 +  8 ♦  9 )  (1 0  +  1 0 0 *  1000 ♦  10000 +100000) +  1024.6

-  256. 30 .111110 +  1024.6

-  853 330 944

suma de l a s  unidades

suma de l a s  decenas

suma de l a s  centenas

suma de l o s  m i l l a r e s

suma de l a s  decenas de m i l l a r

suma de l a s  cen tenas  de m i l l a r



5 . 3 0 .  P e r m u t a n d o  d e  t o d o s  l o s  m o d o s  p o s i b l e s  l a s  c i f r a s  d e l  ni 

m e r o  1 1 12 2 3  s e  f o r m a n  d i s t i n t o s  n ú m e r o s  q u e  o r d e n a r e m o s  d e  m en or  

a  m a y o r .  

I o )  ¿ C u á n t o s  n ú m e r o s  r e s u l t a n ?  

2 o )  ¿Q u é  n ú m e r o  o c u p a  e l  l u g a r  50 e n  e s a  o r d e n a c i ó n ? .

S  O  L  D C I  O  N :  (PREUNIVERSITARIO)

I o)  L os  números d i s t i n t o s  que s e  pueden formar son l o s  permutaciones con r e p e 

t i c i ó n  de 6 e lem en tos  de l o s  c u a le s  uno s e  r e p i t e  3 v e c e s  y  o t r o  dos vece í

Por  t a n t o ,  « 3 , 2 . 1  61 1 . 2 . 3 . 4 .5 . 6
Números d i f e r e n t e s  = P6 -  3 i . 2 l . l i  "  1 .2 .3 . l\ ? . l

-  60

2o)  a )  Números que empiezan por  1

F i j a  l a  primera c i f r a ,  quedan :  11223 y  e l  número de números d i f e r e n 

t e s  que se  pueden form ar e s  :
„ 2 , 2  5! 1 . 2 . 3 .A . 5 _

5 5 T T5 T  n r a  30

b ) Números que empiezan por  2.

F i j a  en e l  primer lu ga r  l a  c i f r a  2 , quedan :  11123 y  e l  número de núme

r o s  d i f e r e n t e s  que se  pueden form ar es :

p3, l f I  B 4 ? "  " 20

Por t a n t o ,  e l  número que ocupa e l  lu g a r  50 e s  e l  ú l t im o  de e s t o s  20 núme

r o s .  e s  d e c i r  ,
232111

 o o o O o o o -----

5 . 3 1  . E n  una j a u l a  h a y  4 c o n e j o s  b l a n c o s  y  c u a t r o  c o n e j o s  g r i 

s e s . S a l e n  d e  l a  j a u l a  d e  u n o  e n  u n o .

¿D e  c u á n t a s  m a n e r a s  d i s t i n t a s  p u e d e n  h a c e r l o ? .  ( S e  c o n s i d e r a n  i n 

d i s t i n g u i b l e s  l o s  c u a t r o  c o n e j o s  b l a n c o s  y  l o s  c u a t r o  c o n e j o s  g r i -  

0  .

S O L O C I O N  :

S i  todos  l o s  c o n e jo s  fueran d i s t i n t o s  e l  número de formas de s a l i r  de l a  j a u la  

s e r í a  8 !  .  Como hay A c o n e jo s  b lan co s  y  cu a tro  c o n e jo s  g r i s e s  i n d i s t in g u ib l e s ,  

es  e v id e n t e  que se t r a t a  de perm utaciones con r e p e t i c i ó n  de 8 e lem entos  de los 

c u a le s  se  r e p i t e n  A y A.

Por  ta n to  ,

8 !  1 . 2 . 3 .A . 5 .6 .7 .8



5 .  3 2 .  L a s  c a l l e s  d e  una c i u d a d  f o r m a n  una c u a d r i c u l a . S i  s e  d e 

s i g n a n  p o r  1 , 2 , 3 , —  l a s  q u e  v a n  d e  N a  S y  p o r  A , B , C , . . .  l a s  

q u e  v a n  d e  W a  E,  ¿ c u á n t o s  c a m in o s  d i s t i n t o s  d e  l o n g i t u d  m ín im a

p u e d e n  s e g u i r s e  p a r a  i r  d e l  c r u c e  d e l a s  c a l l e s A- -1 a l c r u c e  d e

l a s  c a l l e s  D - 7 ? . (J R I7 -V - I  i

S O L O C I O H  :
A 8 C V E

Para pasar d e l  cruce  A - l  a l  cruce  D-7 I • -* 0 -• 0 -*  0  0

hay que r e c o r r e r  : i
2 0 -*

i
0 -»

*
O

i
-* O 0

-  t r e s  manzanas de W a E ,  y i * i i

-  s e i s  manzanas de N a S. 3 0  
1

-» 0
1

-» 0
1

-♦ 0  0 
1

E l número t o t a l  de caminos e s ,  por  tan to , 4 0 -* O -• 0 -* 0  0

q l i 1 i
5 0 -* 0 O -* O O

S i  formamos la s  permutaciones con r e p e t i  l i 1 l

c ió n  6 + 3 = 9  e lementos ,  de  l o s  cuales
6 0

i
-* 0

1
0

1
-*  0 0 

1
suponemos que 6 son ig u a le s  en t r e  s i  y 0- 7 0 -» 0 -» 0 -* •  0

t r o s  3 i g u a le s  también en t r e  s£ , entonces S 0 0 0 O O
cada permutación nos in d ic a  un camino a 

s e gu ir  de A - l  a D-7. Un c a m in o  .p o r  e jem p lo ,  es  : 

-  -* \

o  b ien  , 

Por tan to .

Número de caminos d i s t i n t o s  ■
9 1 

6 s. 3j
1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9
1.2.3 .4.5 '.T 7Í.T .T 84

 o o o O o o o -----

5 . 3 3  . ¿ C u á n t o s  n ú m eros  m a y o r e s  q u e  un m i l l ó n  p u e d e n  e s c r i b i r s e  

c o n  l a s  c i f r a s  0 , 2 , 2 , 3 , 3 , 3 , 4 7 .

S O L O C I O H  :
(PREUNIVERSITARIO)

a )  Los números d i s t i n t o s  que se pueden formar se  ob t ien en  ha llando l a s  permuta

c ion es  con r e p e t i c ió n  de 7 elementos de l o s  cua les  uno se  r e p i t e  2 veces y  o 

t r o  t r e s .

Número de números d i f e r e n t e s  -  p j ’ 2 ’ 3 ' 1 -  " 2 ! ]  j !  *  1 \ -  420

b ) Los números que comienzan por  la  c i f r a  0  son menores que un m i l ló n ,  por tan

to  no se deben con s id e ra r .

E l número de números que comienzan por 0 es  : 420 :  7 -  60

De a )  y  b )  se  s igu e  que :

Números d i f e r e n t e s  mayores que un m i l lón  ■  420 -  60 ■  360



5 . 3 4 .  D e m o s t r a r  q u e , d a d a s  t r e s  c i f r a s  a , b , c  :

I o ) L a  s u m a  d e  l o s  n ú m e r o s  o b t e n i d o s  f o r m á n d o l a s  v a r i a c i o n e s  b i n a 

r i a s  e s  m ú l t i p l o  d e  2 2 . 

2 o ) L a  s u m a  d e  l o s  n ú m e r o s  o b t e n i d o s  f o r m a n d o  l a s  v a r i a c i o n e s  t e r 

n a r i a s  c o n  r e p e t i c i ó n  e s  m ú l t i p l o  d e  3 7 .  
{PREUNIVERSITARIO)

S O L U C I O N  :

I o)  Las v a r ia c io n e s  b in a r ia s  de t r e s  e lementos son :  ̂ =  3 .2  *  6

También se pueden ob ten er  d irec tam ente  y son :

a b  , a c  ,  b a , c a , b c , c b  

La suma de e s to s  números es :

SUMA -  ( a  +  b  +  c ) . 2  +  , suma de la s  unidades

( a  +  b +  c ) .2 .10  ,  suma de la s  decenas

-  ( a  +  b  +  c )  (2  +  20)

-  ( a  +  b +  c ) .2 2

l u e g o , l a  suma e s  un m ú l t ip lo  de 22.

2o )  Las v a r ia c io n e s  t e r n a r ia s  de t r e s  e lementos tomados de t r e s  en t r e s  son: 

VR. _  B 3 .3 .3  -  27
J f J

En e s to s  27 números . l a s  c i f r a s  a , b , c  se  r e p i t e n  27 :  3 -  9 v eces  tan to  

en e l  lugar  de l a s  unidades, como de la  decenas y centenas.

SUMA -  9 (a  +  b +  c ) . l  +  ,  suma de l a s  unidades

9 (a  +  b  +  c ) .10 +  ,  suma de l a s  decenas

9 (a  +  b  +  c ) .1 0 0  ,  suma de la s  centenas

-  9 (a  +  b  +  c ) ( l  +  10 +  100)

■ 999(a +  b +  c )  -  37 .2 7  ( a  +  b  +  c )  •* 37 d i v i d e  a l a  SUMA.

 o o o O o o o ------

5 . 3 5 .  C o n  l a s  c i f r a s  1 , 2  y  5 f o r m a m o s  n ú m e r o s  d e  9 c i f r a s  d e

m o d o  q u e  e l  1 s e  r e p i t a  3 v e c e s ,  e l  2 s e  r e p i t a  4 v e c e s  y  e l  c i n c o  

d o s  v e c e s .  H a l l a r  c u á n t o s  n ú m e r o s  h a y .  1RV-V-I7)

S O L U C I O N  :

Es e v id en te  que se t r a t a  de permutaciones con r e p e t i c i ó n  de 9 e lementos en tre  

lo s  que hay uno que se  r e p i t e  t r e s  v eces  , o t r o  que s e  r e p i t e  4 v eces  y  un t e r 

c e ro  que se r e p i t e  dos veces .

Por  tan to  :
-3 ,4 ,2  _  9 !  _ 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9  _
9 ‘  jT . i 'r a i ' “  1 .2 .3 .1 .2 .3 .4 .1 .2  1260

Luego, se  pueden formar 1260 números d i f e r e n t e s .



5 . 3 6  . H a l l a r  e l  n ú m e r o  m í n i m o  d e  h a b i t a n t e s  q u e  d e b e  t e n e r  u n a  

c i u d a d  p a r a  q u e  s e a  i n e v i t a b l e  q u e  a l  m e n o s  d o s  h a b i t a n t e s  t e n g a n  

l a s  m i s m a s  i n i c i a l e s  d e  s u  n o m b r e  y  d o s  a p e l l i d o s  ( c o n  u n  a l f a b e t o  

d e  2 8 )  . .  [SELECTÍV1VAD -  1976)

S O L O C I O H  :

Sean X .Y ,7. l a s  i n i c i a l e s  d e l  nombre y dos a p e l l i d o s  de un ha b itan te  cualqu iera . 

Vamos a c a lc u la r  e l  número de te rn as  p o s ib le s  con la s  28 l e t r a s  d e l  a l f a b e t o ,  

r e p e t id a s  o  no.

Se t r a t a , p o r  tan to ,  de l a s  v a r ia c io n e s  con r e p e t i c i ó n  de 28 e lem entos  tomados 

de t r e s  en t r e s .  Su número es :

. VR28 3 -  28.28.28 -  283 -  21 952

S i  asociamos a cada t e m a  una s o la  persona,estarem os seguros  que ninguno de o  - 

l í o s  r e p i t e n  la s  mismas i n i c i a l e s  de su nombre y dos a p e l l id o s .L u e g o ,  s i  añadi

mos o t r a  persona, tendrá necesariamente que c o in c i d i r  d ichas  i n i c i a l e s  con a l 

guna de l a s  te rnas .  Por  t a n to ,  e l  número mínimo de in d iv id u o s  s e rá  :

n -  21 952 ♦  1 •  21 953 

 o o o O o o o -----

5 . 3 7 .  E n  u n  c i r c u i t o , e n  e l  q u e  p o r  d e t e r m i n a d o  p u n t o  s o l o  p u e  

d e n  p a s a r  t r e s  c o c h e s  a  l a  v e z ,  s e  c e l e b r a  u n a  c a r r e r a  e n  l a  q u e  

t o m a n  p a r t e  c i n c o  c o c h e s . ¿ D e  c u á n t a s  m a n e r a s  d i s t i n t a s  p o d r á n  p a 

s a r  l o s  c o c h e s  p o r  e l  c i t a d o  p u n t o ? .
( PREUNIVERSITARIO)

S O L O C I O H  :

Cono e l  núnero máximo de coches  que pueden pasar por  un determinado punto es 3, 

é s t o s  pueden h a ce r lo  de uno en uno ,  de dos en dos y de t r e s  en t r e s .

a )  S i  pasan de uno de uno se t i e n e  que :

Número de formas d i s t i n t a s  *  ( j )  = 5

b )  S i  pasan de dos en dos se t i e n e  que :

Número de formas d i s t i n t a s  -  “  10

c )  S i  pasan de t r e s  en t r e s  se  t i e n e  que :

Número de formas d i s t i n t a s  ■ *  10

Por  tan to .
Número t o t a l  de formas d i f e r e n t e s  -  5 +  10 +  10 »  25



A L G E B R A
DE

SUCESOS
en e l  que ¿ e  d u aA A o llarx  ¿ a ¿  ¿ ig iU e n l t ó  m te A la ¿ :

1. EXPERIMENTO ALEATORIO

2. SUCESOS

3. OPERACIONES CON SUCESOS 

l\. SUCESOS CONTRARIOS

5. ALGEBRA DE BOOLE DE LOS SUCESOS



6 . 1 .  E n ú n c i e s e  u n  e x p e r im e n t o  a l e a t o r i o  a s o c i a d o  a  c a d a  u n o  

d e  l o s  s i g u i e n t e s  c a m p o s  :  S o c i o l o g í a , i n g e n i e r í a , t r á f i c o .  

S O L O C I O H  :  . ( J R V - V I - Í )

a )  S o c i o l o g í a  :

E l experimento c o n s is t e  en preguntar en c la s e  a  cada uno de l o s  alumnos 

por  su cantan te  p r e f e r id o .

b )  In g e n ie r ía  :

El experimento c o n s is t e  en an o ta r  l a  r e s i s t e n c i a  de 10 v ig u e ta s  de hormigón 

e le g id a s  en 10 casas en con strucc ión .

c )  T r á f i c o  :

E l experimento c o n s is t e  en an o ta r  e l  número de a cc id en tes  m or ta le s  cada 

semana durante un año.

 o o o O o o o ----

6 .  2 .  E n ú n c i e s e  u n  e x p e r im e n t o  a l e a t o r i o  a s o c i a d o  a  c a d a  u n o  

d e  l o s  s i g u i e n t e s  c a m p o s  :  E c o n o m ía  ,  m e d i c i n a  , p e d a g o g ía .  

S O L O C I O H  = U W - W - t l

a) Economía :

E l experimento c o n s is t e  en an o ta r  la s  v a r ia c io n e s  de la  b o ls a  durante un mes 

Es e v id e n te  que e s t e  experimento es a l e a t o r i o .

b )  Medicina :

E l experimento c o n s is t e  en e s tu d ia r  e l  comportamiento de una m ed ic ina en 100 

enfermos.

c )  Pedagogía  :

Un experimento a l e a t o r i o  es  e l  que c o n s is t e  en v e r  l a s  notas de una c lase  

en la  a s ign a tu ra  de Matemáticas durante un año.

 o o o O o o o ----

6 . 3 .  ¿ S a b r í a s  e n u n c i a r  a l g ú n  t i p o  d e  e x p e r i m e n t o  q u e  n o  f u e s e  

a l e a t o r i o ? .  ( J R I / - I / I - 3 )

S O L O C I O H  :

No son experim entos a l e a t o r i o s ,  por  e jem p lo ,  l o s  s i g u ie n te s  :

a) E l c á l c u lo  de l a  v e lo c id a d  de ca ída  de un cuerpo en e l  v a c í o  cada segundo.

b )  La r ea cc ió n  d e l  ác id o  s u l fú r i c o  con e l  h i e r r o

c )  E l experimento c on s is te n te  en la n za r  una moneda de dos cara9 ig u a le s  y  ano

t a r  su resu ltado .

d )  Tampoco es  a l e a t o r i o  e l  dar una l l a v e  de lu z  y v e r  e l  r e su lta d o .



0 .  4 .  S e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  l a n z a r  una mo 

n e d a  y  a n o t a r  l a  c a r a  s u p e r i o r .  S e  p i d e  :

a )  E l  e s p a c i o  m u e s t r a l .

b )  E l  e s p a c i o  d e  s u c e s o s .

S O L O C I O H  :

a )  S i  E des igna  e l  e sp a c io  m u e s t ra l ,s e  t i e n e  : E -  ÍC .X )  ,  ind icando por  C

cara  y  por  X cru z .

b) S i  S des igna  e l  espac io  de sucesos , se  t i e n e  :  S »  { 0  . { c } , ( x j , { c , x } }

 o o o O o o o -----

0 .  5 . S e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  l a n z a r  u n  d a 

d o  d e  q u i n i e l a s  a l  a i r e  y  a n o t a r  e l  r e s u l t a d o  d e  l a  c a r a  s u p e r i o r .  

S e  p i d e  :

a )  E s p a c i o  m u e s t r a l  ,

b )  E s p a c i o  d e  s u c e s o s  

S O L O C I O H  :

a )  S i  E designa e l  e sp a c io  muestral ,  s e  t i e n e  :  E -  ( l  ,  X ,  2)

b )  S i  S des igna  e l  e sp a c io  de sucesos, se  t i e n e  :

S -  ( 0  , ( 1 } , ( X ) , { 2 ) , { 1 , l ) , ( l , 2 ) , { X , 2 ) , { l , X , 2 } }

 o o o O o o o -----

0 .  0 .  S e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  l a n z a r  un d a 

d o  y  a n o t a r  e l  n ú m ero  q u e  a p a r e c e  e n  l a  c a r a  s u p e r i o r .  S e  p i d e  :

a )  E s p a c i o  m u e s t r a l  d e l  e x p e r i m e n t o

b )  E l  s u c e s o  " s a c a r  un nú m ero  p a r " .

c )  E l  s u c e s o  " s a c a r  un nú m ero  p r i m o "

d )  E l  s u c e s o  " s a c a r  un m ú l t i p l o  d e  3 " .

S O L O C I O H  :

a )  S i  E des igna  e l  espac io  muestral s e  t i e n e  : E ■  O ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 )

b )  S i  A  es  e l  suceso "s a ca r  un número par"  , entonces A ■ { 2 , 4 , 6 }

c )  S i  B es e l  suceso "s a ca r  un número p r im o " ,  entonces B ■ ( 2 , 3 , 5 }

d )  S i  C es e l  suceso "s a ca r  un número m ú lt ip lo  de 3 "  , en tonces C ■ { 3 , 6 }

 o o o O o o o -----



6 .  7 .  ~ e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r im e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  l a n z a r  d o s  mo 

n e d a s  a l  a i r e  y  a n o t a r  l o s  r e s u l t a d o s  d e  l a s  d o s  c a r a s  s u p e r i o r e s .

S e  p id e  :

a )  E l  e s p a c i o  m u e s t r a l ,

b )  E l  e s p a c i o  d e  s u c e s o s  y  s u  n ú m e ro .

S O L U C I O N  :

a) Los resu ltados  p os ib le s  son : Cara y Cara que indicaremos por CC

Cara y Cruz que E s 1 n por CX

Cruz y Cara que indicaremos por XC

Cruz y Cruz que indicaremos por XX

entonces e l  espac io  nuestra l  es  :  E -  (CC,CX,XC,XX)

b) S i  designamos por S e l  espac io  de sucesos ,  se  t i e n e  :

s = {0 ,{cc},{cx),{xc),(xx},
{cc,cx},{cc,cx},{cc,xx},{cx,xc),{cx,xx},{xctxx}

{cc,cx,xc},{cc,cx,xx},f c c . x c . x x ),fcx,xc,xx}

{cc,cx,xc,xx}}
4

E l número de sucesos es 2 -  16.

 o o o O o o o ----

6 . 8 .  C o n s id e r e m o s  e l  e x p e r im e n t o  q u e  c o n s i s t e  e n  l a n z a r  d o s  

d a d o s  y  v e r  l o s  p u n t o s . D e c i r  p o r  c u á n t o s  s u c e s o s  e l e m e n t a l e s  e s t a  

r á n  c o m p u e s to s  l o s  s u c e s o s  s i g u i e n t e s  :

a )  A = ( s u m a r  10 p u n t o s )

b )  B  = ( s u m a r  6 p u n t o s )

c )  C = ( s u m a r  1 1  p u n t o s )  ( J R V - V I - 5 )

S O L O C I O M  :

El espacio  muestral v iene  dado por 36 resu ltados  p os ib le s  :

E -  (11 ,12 ,13,14 ,15 ,16 .............  61,62,63,64,65,66)

indicando por 1 1 , 1 2 , . . .  e t c  e l  resu ltado  de sacar 1 en e l  primer dado y 1 en

e l  segundo, 1 en e l  primero y 2 en e l  segundo ,  . . .  e t c .

Los sucesos e lementales  son lo s  elementos d e l  espacio  muestral. Los sucesos A,

B y C son sucesos compuestos.Veamos de quf? sucesos e lementales.

a )  A -  (64 , 55 , 46 ) ya  que l a  suma de l o s  puntos obten idos por l o s  dados

es 10

b ) B •  (51  , 42 , 33 , 24, 15) ,  l a  suma,en e s te  caso.de l o s  puntos es  6

c )  C ■ (65 , 56) , la  suma debe s e r  aquí 11.



6 - 9 .  I n t e r p r é t e n s e  l o s  r e s u l t a d o s  q u e  s e  p u e d e n  o r i g i n a r  a l  

a r r o j a r  d o s  d a d o s  a l  a z a r , a  p a r t i r  d e l  c o n c e p t o  d e  p r o d u c t o  c a r t e 

s i a n o  d e  d o s  c o n j u n t o s .  [SELECTIVIDAD -  1976)

S O L O C I O B  :

Los resu ltados  de t i r a r  dos dados son :

E -  {  11 ,  12 ,  13 ,  14 ,  15 ,  16

21 ,  22 , 23 ,  24 ,  25 ,  26

31 .  32 , 33 ,  34 ,  35 , 36

41 ,  42 , 43 ,  44 ,  45 , 46

51 .  52 , 53 .  54 ,  55 , 56

61 ,  62 . 63 ,  64 ,  65 , 66 }

donde , la  p r in e ra  c i f r a  in d ica  e l  r esu ltado  d e l  primer dado y l a  segunda e l  r e 

su ltado d e l  segundo dado.

Siendo U -  { l , 2 ,3 ,4 ,5 ,6 }  ,  e l  espac io  muestral E se puede con s iderar  como 

e l  producto ca r tes iano  de U por U , es  d e c i r  ,

E - Ü X U -  { l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } x { l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }

-  { ( 1 , 0  ,  ( 1 , 2 )  , ( 1 ,3 )  .  ( 1 , 4 )  ,  ( 1 , 5 )  ,  ( 1 ,6 )

( 2 .1 )  ,  (2 ,2 )  ,  (2 ,3 )  , (2 ,4 )  .  (2 .5 )  ,  (2 .6 )

( 3 . 1 )  ,  ( 3 , 2 )  , ( 3 , 3 )  ,  ( 3 , 4 )  ,  ( 3 , 5 )  ,  ( 3 ,6 )

(4 .1 )  ,  (4 ,2 )  ,  (4 ,3 )  ,  (4 ,4 )  , (4 .5 )  .  (4 ,6 )

( 5 . 1 )  ,  (5 ,2 )  ,  (5 ,3 )  ,  (5 .4 )  ,  (5 ,5 )  .  (5 ,6 )

( 6 . 1 ) * ,  ( 6 . 2 )  , ( 6 . 3 )  .  ( 6 . 4 )  , ( 6 . 5 )  .  ( 6 , 6 ) )

s i  quitamos lo s  p a rén tes is  y la  coma de cada par r e su l ta  la  e s c r i tu ra  c lá s ic a  

de a r r ib a .

Nótese que E v ie n e  dado por la s  v a r ia c io n es  con r ep e t ic ió n  de 6 elementos toma

dos de dos en dos.

 o o o O o o o -----

6 .10. C o n s i d e r e m o s  e l  e x p e r i m e n t o  q u e  c o n s i s t e  e n  l a n z a r  d o s  d a  

d o s  y  a n o t a r  s u  s u m a .  F o r m a r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l .
( J R I/ -V I -4 )

S O L O C I O M  :

Los resu ltados  p os ib le s  son : 2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,1 0 ,1 1 ,1 2  ,  luego e l  espacio 

muestral d e l  experimento a l e a t o r i o  dado es :

E -  {2 .3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,1 0 ,1 1 ,1 2 }

 o o o O o o o -----



0 . 1 1 .  S e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o  d e  t i r a r  t r e s  d a —  

d o s  a l  a i r e  y  a n o t a r  l o s  p a n t o s  d e  l a s  c a r a s  s u p e r i o r e s .

S e  p i d e  t

a )  E l  e s p a c i o  m u e s t r a l  E .

b )  ■ Cimero d e  s u c e s o s  d e l  e s p a c i o  d e  s u c e s o s  S .

c )  E le m e n t o s  d e l  s u c e s o  " s a c a r  a l  m en os  d o s  c i n c o s "

d )  E le m e n t o s  d e l  s u c e s o  " s a c a r  d o s  d o s e s  y  un t r e s "

S O L O C I O H  :

Indicaremos por "ab e "  uno cua lqu iera  de l o s  resu ltados  de t i r a r  t r e s  dados 

siendo a ,b ,  y  c  números que v a r ía  d e l  1 a l  6.

Por  tan to ,  e l  espacio  nu es tra l  es  :

E  -  {111,112,113.114,115,116,121,122,123,124,125,126.................

.................  651,652.653,654,655,656,661,662,663,664,665,666)

E l  nónero de elementos de E es :

Card(E) 13 p o s ib i l id a d es  d e l  primer dado .

p o s ib i l id a d es  d e l  segundo dado . 

p o s ib i l id a d es  d e l  t e r c e r  dado 

-  6 . 6 . 6  -  216 

Se t r a t a  también de v a r ia c io n es  con r c p c t ic iS n  de 6 elementos ( l o s  r e su l ta 

dos d e l  dado) tomados de 3 en 3.

■ 216

, 2 1 6

VR, ,  = 63 -  216 6,3

b) El número de sucesos d e l  espac io  de sucesos es : Card (S ) »  2

c) Sea A e l  suceso "s a ca r  a l  menos dos c in c o s "  ,  entonces :

A  -  {551,552,553,554,555,556,515,525,535,545,565,155,255,355,455,655}

d) Sea B  el suceso "s a ca r  dos doses y un t r e s  "  , entonces 

B -  {223 .232 ,322 }

 o o o O o o o -----

6.12 . H a l l a r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  a s o c i a d o  a l  e x p e r i m e n t o  d e  

l a n z a r  s im u l t á n e a m e n t e  c u a t r o  m on ed as .

S O L P C I O B  :

Indicaremos por  "abed" uno cualqu iera  de l o s  resu ltados  de lanzar  l a s  cuatro

las, pu d i e n d o  tomar a , b , c  y d cua lqu iera  de l o s  v a lo r e s  cara  (C ) o cruz (X)

Por tan to  ,  e l  espac io  muestral es  :

E - {CC C C , CCCX, CCXC. CCXX. CXCC, CXCX, CXXC, CXXX , 

XCCC, IC C X , XCXC, XCXX, XXCC, XXCX, XXXC, XXXX}



6 . 1 3  . ¿ C u á l e s  s o n  l o s  e l e m e n t o s  d e l  s u c e s o  "sum a d e  l o s  p u n t o s  

m a y o r  o  i g u a l  a  1 7 "  ,  s i  d i c h o s  p u n t o s  s o n  l o s  q u e  a p a r e c e n  e n  l a s  

c a r a s  s u p e r i o r e s  d e  t r e s  d a d o s  a r r o j a d o s  a l  a z a r  y  s im u l t á n e a m e n t e ?  

S O L D C I O .  : U tltc n m *  - .974)

a) Loa elementos de l espacio  muestral que se ob t ien e  a l  t i r a r  trea  dados es  :

E -  (111,112,113,114,115,116, . . .  ,661,662.663,664,665,666}

en t o t a l  216  elementos.

b) Véanos cuá les  son lo s  elementos d e l  suceso dado.

1 * )  La suma v a l e  18 puntos :  Se ob t ien e  de 666

2 * )  La suma v a l e  17 puntos :  Se ob t ien e  de 566 ,  656 ,  665 

Por  tan to  ,  e l  suceso

"suma de lo s  puntos mayor o igu a l  a 17" = {666,566,656,665}

 o o o O o o o -----

6 . 1 4  . D e t e r m ín e n s e  l o s  s u c e s o s  e l e m e n t a l e s  d e l  e s p a c i o  m ues

t r a l  d e t e r m in a d o  p o r  c a d a  uno d e  l o s  s i g u i e n t e s  e x p e r i m e n t o s  a l e a 

t o r i o s  :

a )  e x t r a c c i ó n  a l  a z a r  d e  d o s  b o l a s  d e  una u r n a  q u e  c o n t i e n e  t r e s  

b o l a s  b l a n c a s  y  d o s  b o l a s  n e g r a s .{E tiA o c c c ó n  ¿ucea-ó/a)

b )  e l  d í a  d e  l a  semana e n  q u e  o c u r r e  un a c c i d e n t e  d e  t r á f i c o .  

s o l u c i o h  : [Selectividad -  .975 - . « r - M - n i

a) S i  indicamos por B sacar bo la  blanca y N sacar bo la  negra , entonces e l '  

capacio muestral es  :

E •  ÍBB , BN ,  NB ,  ÑU}

b )  Ocurriendo acc iden tes  de t r á f i c o  cua lqu ier  d ía  de l a  semana , e l  espacio 

muestral de e s te  experimento es :

E •  (Lunes , Martes, Miércoles,Jueves.Viernes,Sábado,Domingo)

— o o o O o o o —

6 . 1 5 . E n  c u a t r o  f i c h a s  hemos e s c r i t o  l o s  n ú m eros  1 , 1 , 2 , 2  (un 

n ú m ero  en  ca d a  f i c h a ) . H a l l a r  e l  e x p e r i m e n t o  d e  t o m a r  a  l a  v e z  d o s  

f i c h a s  a l  a z a r .

S O L D C  1 Q E  :

S i  designamos por "a b "  e l  resu ltado  de la  e x t ra cc ión  a l a  vez  de dos f ich as ,  

siendo a y b  l e t r a s  que pueden tomar cua lqu iera  de l o s  v a lo re s  1 y 2 , se  t ien e  

por tan to ,  e l  espac io  muestral :

E  -  ( I I  ,  22 , 12)



6.16 • L o s  e q u i p o s  d e  A r g e n t i n a  y  B r a s i l  d i s p u t a n  u n a  s e r i e  d e  

p a r t i d o s  d e  m o d o  q u e  s e  p r o c l a m a  c a m p e ó n  e l  p r i m e r o  q u e  g a n e  t r e s  

v e c e s .

H a l l a r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  d e  l o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s .  

S O L O C I O H  :

Des ignarem os  p o r  A A r g e n t in a  y p o r  B B r a s i l

E l  d iagram a en á r b o l  de l o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s  e s  e l  s i g u i e n t e  :

Ganado* Ganadon Ganado*  Ganado*  Ganado*  R ESULTADOS

PARTIDOS r 2 o

E l  e s p a c i o  m u es tra l  c o n s t a ,  como se v e , d e  20 e le m e n to s .  En 10 casos  apa rece  

campeón A r g e n t in a  y  en o t r o s  10 c a s o s  B r a s i l .

 o o o O o o o ------



6 . 1 7 .  C o n s i d e r e m o s  e l  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  e x t r a e r  t r e s

t o r n i l l o s  d e  u n a  c a j a  y  v e r  c u á l e s  s o n  d e f e c t u o s o s  y  b u e n o s .

S e  p i d e  :

a )  E l  e s p a c i o  r a u e s t r a l  E  y  e l  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  d e  q u e  c o n s t a .

b )  E l e m e n t o s  d e l  s u c e s o  " e l  ú l t i m o  t o r n i l l o  e s  d e f e c t u o s o "

c )  E l e m e n t o s  d e l  s u c e s o  " a l  m e n o s  d o s  t o r n i l l o s  s o n  d e f e c t u o s o s " .  

S O L D C I O M  t

a )  S i  designamos por "a b e "  e l  r e su l ta d o  de una e x t ra c c iá n  ,  a iendo a .b ,  y e  

l e t r a »  que pueden tomar lo s  v a lo r e s  B -  bueno y D ■ d e fec tu oso  ,  entonces 

e l  espac io  muentral es  :

P. -  (BBB , BBD , BDB , BDD , DBB , DBD , DDB , DDD> y Card(F.) -  8

b )  Sea A e l  suceso " e l  d lt im o  t o r n i l l o  es  d e fe c tu o s o "  , entonces :

A ■ (BBD , BDD , DBD ,DDD)

c )  Sea B e l  suceso " a l  menos dos t o r n i l l o s  son d e fe c tu o s o s "  ,  entonces

B -  (BDD , DBD , DDB , DDD)

 o o o O o o o -----

G . l 8 . * n t o n í o  y  B a s i l i o  s o n  l o s  f i n a l i s t a s  d e  u n  t o r n e o  d e  t e 

n i s . G a n a  e l  t o r n e o  q u i e n  g a n e  d o s  j u e g o s  s e g u i d o s  o  t r e s  a l t e r 

n o s . H a l l a r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  d e  l o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s .

S O L D C I O M  :

Indicaremos por  A e l  suceso "ganar A n ton io "  y

por  B e l  suceso "ganar B a s i l i o "  -  "p e rd e r  An ton io"

E l s i g u ie n t e  diagrama en á rbo l  muestra l o s  d i f e r e n t e s  r esu lta d os  p o s ib le s  :

A - A

A :

Por  ta n to  ,  e l  espac io  muestral es  :

E -  <AA, ABAA,ABABA,ABABB,ABB, BAA,BABAA,BABAB, BABB.BBÍ



0 . 1 9 .  Una u r n a  c o n t i e n e  b o l a s  n e g r a s  y  b l a n c a s  ( e l  n ú m ero  d e  

b o l a s  m a y o r  q u e  3 ) .  S e  s a c a n  s u c e s i v a m e n t e  t r e s  b o l a s  d e  l a  u r n a .  

S e  p i d e  : 

a )  E l  e s p a c i o  m u e s t r a l  E  d e l  e x p e r i m e n t o .

b )  E l e m e n t o s  d e l  s u c e s o  " s a c a r  a l  m en os  una b o l a  n e g r a "

c )  E l e m e n t o s  d e l  s u c e s o  " s a c a r  l a s  t r e s  b o l a s  d e l  m ism o c o l o r " .

S O L O C I O H  :

a )  S i  d e s í g n a n o s  p o r  " a b e "  e l  r e s u l t a d o  d e  l a  r e a l i z a c i f i n  d e l  e x p e r i m e n t o ,  

s i e n d o  a . b . c  c u a l q u i e r a  d e  l o s  r e s u l t a d o s  b o l a  n e g r o  ( N )  o  b o l a  b l a n c a  ( B ) ,  

e n t o n c e s  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  e s  :

E -  {NNN , NNB , NBN ,  NBB , BNN ,  BNB ,  BBN , BBB)

b )  S i  A  e s  e l  s u c e s o  " s a c a r  a l  menos u na  b o l a  n e g r a "  . e n t o n c e s

A  •  ÍNNN , NNB , NBN ,  NBB , BNN ,  BNB , BBN}

c )  S i  B e s  e l  s u c e s o  " s a c a r  l a s  t r e s  b o l a s  d e l  mismo c o l o r "  ,  e n t o n c e s

B  •  (NN N  ,  BBB)

 o o o O o o o -----

0 .  2 0 - U n  h o m b re  t i e n e  t i e m p o  p a r a  j u g a r  a l a  r u l e t a  5 v e c e s  a

l o  su m o .C a d a  a p u e s t a  e s  d e  1 0 0  p e s e t a s . E l  h o m b re  e m p i e z a  c o n  1 0 0

p e s e t a s  y  d e j a r á  d e  j u g a r  c u a n d o  p i e r d a  l a s  1 0 0  p e s e t a s  o  g a n e  

300 p e s e t a s .  H a l l a r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  d e  l o s  r o s u l t a d o s  p o s i b l e s .

S O L P C I O H  t

E l  s i g u i e n t e  d i a g r a m a  en  á r b o l  m u e s t r a  l o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s  d e l  j u e g o :

EMPIEZA CON 1A . j u g a d a  2 * . j u g a d a  3a  4a .  5a . RESULTADOS

1 - 0

1- 2 - 1 - 0

1 -2 -1 -2 - 1-0

1 -2 -1 -2 - 1-2

1 -2 - I -2 -3 -4

í  -flV• £ • •

1-7

f « 7 - \-7- í -7

I -2 -3 -2 - 3-4

1 -2 -3 -4

d o n d e  1 , 2 , 3 , 4  y  0  e x p r e s a n  e l  d i n e r o  q u e  t i e n e  en  c a d a  m om ento en  c i e n t o s  d e  p e  

s e t a s .  P o r  t a n t o ,  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  e s  :

E -  { 1 0 ,1 2 1 0 ,1 2 1 2 1 0 ,1 2 1 2 1 2 , 1 2 1 2 3 2 ,1 2 1 2 3 4 ,1 2 3 2 1 0 ,1 2 3 2 1 2 ,1 2 3 2 3 2 , 1 2 3 2 3 4 , 1 2 3 4 }



6 . 2 1 . S e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r im e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  l a n z a r  u n  d a 

d o  y  a n o t a r  e l  n ú m e ro  d e  l a  c a r a  s u p e r i o r .

S e a n  l o s  s u c e s o s  A  " s a c a r  un m ú l t i p l o  d e  3 "

B " s a c a r  un n ú m ero  p r i m o "

C  " s a c a r  u n  n ú m e ro  p a r " .

¿ S o n  c o m p a t i b l e s  l o s  s u c e s o s  A  y  B  , A  y  C  o B y C ? .

S O L O C I O »  :

Veamos cómo s e  expresan  l o s  sucesos dados en func ión  de l o s  e lem entos  d e l  espa

c i o  m uestra l .

A -  " s a ca r  un m ú l t ip lo  de 3 "  -  Í 3 , 6 )

B -  " s a ca r  un número primo" -  ( 2 , 3 , 5 )

C -  " s a ca r  un número p a r "  »  ( 2 , 4 , 6 )

a )  A O  B -  ( 3 )  , lu ego  A y  B son com patib les .

b )  A O  C -  ( 6 )  , luego A y  C Hon com patib les .

c )  B O  C -  ( 2 )  ,  lu ego  B y  C son com patib les .

 o o o O o o o ------

6.22 •Un e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e  e n  e l  l a n z a m i e n t o  d e  una m oneda 

y  d e  un d a d o .

S i  A  e s  e l  s u c e s o  " c a r a  e n  e l  l a n z a m i e n t o  d e  l a  m o n e d a "  y 

B e s  e l  s u c e s o  " o b t e n e r  3 o  6 e n  e l  d a d o "  , 

e x p l i c a r  e l  s i g n i f i c a d o  d e  l o s  s i g u i e n t e s  s u c e s o s  :

1 # )  Á  4 ° )  A  O  B

2 ° )  B  5 ° )  A  U  B

3 ° )  A  n  B  6 ° )  Á  O  B
{JRV-VI-9 )

S O L O C I O H :

1 " )  Á e s  e l  suceso "n o  sacar  cara  en e l  lanzam ien to d e  l a  moneda".

2 * )  B e s  e l  suceso "n o  sa ca r  n i  3 n i  6 en e l  dado".

3o)  A  n  B ea e l  suceso "s a ca r  cara  en e l  lanzam ien to  de l a  moneda y obtener

3 o 6  en e l  dado".

4 ° )  A  H B  es e l  suceso "  s a ca r  cara  con la  moneda y no sa ca r  n i  3 n i  6 con

e l  dado".

5o)  A U  B es e l  suceso "no sacar  cara  en e l  lanzam ien to  de l a  moneda o  no

sacar  n i  3 n i  6 en e l  dado"

6 ° )  Á O  B es e l  suceso "no sa ca r  cara  en  e l  lanzam ien to de l a  moneda y no

sacar  n i  3 n i  6 en e l  dado".

 o o o O o o o -----



6 . 2 3 .  H a l l a r  l a  u n i ó n  y  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e  l o s  s i g u i e n t e s  s u 

c e s o s  q u e  s e  o b t i e n e n  a l  l a n z a r  un d a d o  :

1 )  A  =  { s a c a r  n ú m ero  p a r }

2 )  B = { s a c a r  n ú m e r o  n o  i n f e r i o r  a  c u a t r o )

(  S o lz i t iv id a d  -  1975 -  JRV -  V I -  12)
S O L O C I O H  :

Los sucesos A y B se expresan  en fu nc ión  de l o s  sucesos e lem en ta le s  ,  de la  

s i g u i e n t e  forma :

A -  { s a c a r  número p a r }  ■ ( 2 , 4 , 6 )

B •  { s a c a r  número no i n f e r i o r  a c u a t r o )  -  { 4 , 5 , 6 }

a )  La unión de l o s  sucesos e s  :

A U B  -  { 2 , 4 , 6 } U { 4 , 5 , 6 }  -  { 2 , 4 , 5 , 6 }

b )  La in t e r s e c c i ó n  de l o s  sucesos es :

A O  B -  { 2 , 4 , 6 }  n { 4 , 5 , 6 )  -  { 4 , 6 }

 o o o O o o o -----

6 . 2 4  . C o n s i d e r e m o s  l o s  s u c e s o s  A , B  y  C d e l  e s p a c i o  d e  s u c e s o s

S . S e  p i d e  e x p r e s a r  e n  f u n c i ó n  d e  l o s  s u c e s o s  A , B  y  C y  d e  s u s  

c o m p l e m e n t a r i o s  Á  ,  B y  C l o s  s i g u i e n t e s  s u c e s o s  :

a )  S e  r e a l i z a n  A  y  C p e r o  no  B

b )  S e  r e a l i z a  a l  m en o s  un o  d e  l o s  t r e s

c )  S e  r e a l i z a n  a l  m en o s  d o s  s u c e s o s  d e  l o s  d a d o s

d )  N o  s e  r e a l i z a  n i n g u n o  d e  l o s  t r e s  s u c e s o s

e )  S e  r e a l i z a  A  ,  p e r o  n o  s e  r e a l i z a  B y  C

S O L O C I O H  :

a )  (A  n  B) -  B -  (A  n  B) n  B , por  l a  d e f i n i c i ó n  de -

b )  Este  suceso s e  r e a l i z a  cuando s e  r e a l i z a  e l  suceso A ,  o  e l  suceso B ,  o

e l  suceso C , por  ta n to  , s e rá  e l  suceso :

A U  B U  C

c )  (A  n  B ) u  (a  n  c )  u  (B n  c )  U  (A  n  b n  c )

d )  Es te  suceso  es complementario d e l  suceso  dado en b ) , por  tan to ,

a u b u c  = a  n  ( bU c ) - Á n  ( b  n  c )  > Á n S n c

e )  E l sucesos es :

A - ( B U C ) -  A C  ( F u e )  ,  por la  d e f i n i c i ó n  de -

-  A O  (B O  C) ,  por  l a  l e y  de Morgan

-  A O B O  C ,  por l a  a s o c i a t i v i d a d  de



6 . 2 5  . S e  c o n s i d e r a  e l  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  l a n z a r  un d a 

d o  a l  a i r e  y  a n o t a r  e l  n ú m e r o  d e  l a  c a r a  s u p e r i o r . S e  p i d e  :

a )  E l  e s p a c i o  m u e s t r a l

b )  D a r  un s i s t e m a  c o m p l e t o  d e  s u c e s o s

c )  H a l l a r  l o s  s u c e s o s  c o n t r a r i o  d e  l o s  d e l  s i s t e m a  a n t e r i o r

d )  C o m p r o b a r  s i  l o s  s u c e s o s  o b t e n i d o s  e n  c )  f o r m a n  un s i s t e m a  com  

p l e t o  d e  s u c e s o s .

S O L U C I O N  :

a )  E l e s p a c io  m uestra l  e s  : E ■ { 1 , 2 , 3 , A ,5 ,6 )

b )  Un s is tem a com pleto  e s  : A ■ ( 1 , 3 , 5 )  , B «  ( 2 , A , 6 )

c )  Á -  b y  B -  A

d )  Los sucesos ob ten ido s  en c )  forman un s is tem a com pleto  de sucesos.

Veamos que e s t o  no siempre es c i e r t o  :

b )  Sea ahora e l  s is tem a A -  { 1 }  ,  B -  ( 2 )  , C = ( 3 , A , 5 , 6 }

c )  Los sucesos c o n t r a r i o s  son :  Á -  ( 2 , 3 , A , 5 , 6 }  ,  B •  { l , 3 , A , 5 , 6 )  , C = ( 1 , 2 )

d )  Los sucesos A,B y C no forman un s is tem a puesto  que no son incom pat ib les  

dos a dos.

 o o o O o o o -----

6 . 2 6  • D e  una u r n a  q u e  c o n t i e n e  2  b o l a s  r o j a s  y  t r e s  a z u l e s  s e  

e x t r a e n  s i m u l t á n e a m e n t e  d o s  b o l a s ,  ¿ c u á l e s  s o n  l o s  e l e m e n t o s  d e  

A C E  s i  A  e s  e l  s u c e s o  " h a b e r  e x t r a í d o  a l  m en o s  una b o l a  a z ú l "  y  

E e l  e s p a c i o  m u e s t r a l ? .  (SElECTIl/IPAP -1976 )

S O L U C I O N  :

E l e s p a c io  m uestra l  E e s  : E ■  ( ( r o j a , r o j a )  , ( r o j a ,a z u l ) , ( a z u l  . a z u l ) )

N ó tese  que ( a z u l , r o j a )  .es  l a  misma e x t r a c c ió n  que ( r o j a , a z u l )  por  s e r  la  e x 

t r a c c ió n  s im u ltánea .

Por  tan to ,

A *  "h aber  e x t r a íd o  a l  menos una b o la  a z u l "  ■ { ( a z u l , r o j a ) . ( a z u l , a z u l ) }

 o o o O o o o -----

6 . 2 7 .  H a l l a r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  a s o c i a d o  a l  e x p e r i m e n t o  a l e a 

t o r i o  d e  s a c a r  a  l a  v e z  d o s  m o n e d a s  d e  una b o l s a  q u e  c o n t i e n e  una 

m o n ed a  d e  5  p t a s , o t r a  d e  25 p t a s  y  o t r a  d e  50 p t a s .

S O L U C I O N  :

E l e s p a c io  m uestra l  E e s  e l  s i g u i e n t e  :

E -  ( ( 5 , 2 5 )  ,  ( 5 ,5 0 )  ,  ( 2 5 ,5 0 ) )



6 . 2 8  .  Se c o n s id e r a  e l  e x p e r im e n to  c o n s i s t e n t e  en l a n z a r  t r e s  

monedas a l  a i r e  y a n o ta r  e l  r e s u l t a d o  de  l a  ca ra  s u p e r i o r .

Se p id e  :

a )  E l  e s p a c io  m u e s tra l  y  e l  número d e  e lem en to s  d e l  mismo.

b )  E lem en tos  d e l  su ceso  " s a c a r  a l  menos d os  c a r a s " ,

c )  E lem en tos  d e l  su ceso  " s a c a r  so lam en te  d os  c ru c e s "

S O L O C I O N  :

a) S i  designamos por  "a b e "  e l  r e s u l t a d o  de l a  r e a l i z a c iú n  de un experim ento ,  

s iendo a ,b ,  y c  c u a lq u ie ra  de l o s  r e s u l t a d o s  Cara (C )  o  Cruz ( X ) ,  entonces 

e l  e s p a c io  m uestra l e s  :

E -  {CCC , CCX , CXC , CXX , XCC , XCX , XXC , XXX)

E l  n ú m e ro  d e  e l e m e n t o s  e s  e v i d e n t e m e n t e  8 .

b ) Sea A e l  suceso " s a c a r  a l  menos dos c a r a s "  , en tonces

A -  {CCC , CCX , CXC , XCC}

c )  Sea B e l  suceso  " s a c a r  so lamente dos c ru ce s "  , en tonces

B -  {CXX , XCX , XXC}

 oooOooo-----

6 . 2 9 .  Se c o n s id e r a  e l  su ceso  A " s a c a r  un r e y "  y B e l  suceso  

" s a c a r  una f i g u r a "  en l a  e x t r a c c i ó n  de  una c a r t a  de  una b a r a ja  

e s p a ñ o la .¿ C u á l  d e  l a s  d os  s i g u i e n t e s  e x p r e s io n e s  e s  c i e r t a  ? :

a )  A  C B

b )  B C A

Razonar l a  c o n t e s t a c i ó n .

S O L O C I O N  :

a )  Es c i e r t a  l a  primera r e l a c i á n ,  e s  d e c i r  , A C B , puesto  que ,

-  s e r  r e y  im p l ica  s e r  f i g u r a ,  o  también

-  e l  subconjunto de l o s  r ey e s  e s tá  c o n ten id o  en e l  subconjunto de la s  

f i g u r a s .

 oooOooo-----

6 . 3 0  . S e  r e a l i z a  l a  e x p e r i e n c ia  : " E l e g i r  una f i c h a  de  dominó" 

y s e  d i c e  que se  ha r e a l i z a d o  A 4 s i  l a  suma t o t a l  de  puntos e s  i .  

¿Cuál e s  e l  e s p a c i o  m u e s tra l? .

S O L U C I O N  :

E l e sp a c io  m uestra l  es  E -  { 0 , 1 ,2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,7 , 8 ,9 , 1 0 ,1 1 , 1 2 }  puesto  que la  suma 

de l o s  puntos v a r ía  de 0  a  1 2 .



6 . 3 1  ■ U n  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e  e n  l a  e x t r a c c i ó n  d e  t r e s  c a r t a s  

d e  u n a  b a r a j a  e s p a ñ o l a .

S e a n  A  e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  e n  l a  p r i m e r a  e x t r a c c i ó n " ,

B e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  e n  l a  s e g u n d a  e x t r a c c i ó n " ,  y

C e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  e n  l a  t e r c e r a  e x t r a c c i ó n " .

E x p l i c a r  e l  s i g n i f i c a d o  d e  l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s  :

I o )  A  n  b  4 o )  A  n  §  n  c

2 o )  A  U  B 5 o ) ( Á U B )  í l C

3 ° )  Á  U  B 6 o )  B U  C

S O L U C I O N  :

1 ° )  A n  B e s  e l  suceso "s a ca r  r e y  en l a  primera e x t r a c c ió n  y no sacar  rey

en l a  segunda e x t r a c c ió n " .

2o )  A U B  es e l  suceso "s a ca r  r e y  en l a  primera e x t r a c c ió n  o  s a ca r  rey  en la

segunda e x t r a c c ió n " .

3o)  Á U B  e s  e l  suceso "n o  sacar  r e y  en l a  primera e x t r a c c ió n  o  no sacar  rey

en l a  segunda e x t r a c c ió n " .

4 C)  Á n  B H  C e s  e l  suceso "n o  sacar  r e y  en l a  prim era e x t r a c ió n  n i  en l a  se

gunda n i  en l a  t e r c e r a " .

5o)  ( Á U B )  n  C e s  e l  suceso "n o  sa ca r  rey  en l a  p r im era  o  en l a  segunda e x 

t r a c c ió n  y  no sacar  en l a  t e r c e r a " .

6 ° )  B U  C e s  e l  suceso " s a c a r  r e y  en l a  segunda e x t r a c c ió n  o no sacar  r e y  en

la  t e r c e r a  e x t r a c c ió n " .

 o o o O o o o -----

6 . 3 2  . S i m p l i f í q u e s e  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n  d e  s u c e s o s  :

( A U B )  O  ( A  U  B )  n  ( Á  U  B)

d o n d e  A  y  B  s o n  l o s  s u c e s o s  c o n t r a r i o s  d e  A  y  B  r e s p e c t i v a m e n t e .

S O L O C I O H  = ISELECrlVWAP -1916)

( A U B )  n  ( A  U B) n  (Á  U  B) ■ ( ( A  U B )  n  (A  U B ) )  O  (Á  U  B) , p .  a s o c ia t i v a

■ (A  U  (B  n  B ) )  n  (Á  U  B) ,  p .  d i s t r i b u t i v a

= ( A u  0)  ' ' ( Á U B )  ,  p .  de compleraen-

t a c iÓ n

= A  O  ( Á  U  B ) ,  id en t idad

-  (A  n  Á) U  (A  n  B) ,  p .  d i s t r i b u t i v a

■ í  U  ( A  H  B) ,  p .  de complemen-

tac ión

-  A O B ,  id en t idad



0 . 3 3«C o n s i d e r e m o s  e l  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e n t e  e n  e x t r a e r  u n a  

c a r t a  d e  l a  b a r a j a  e s p a ñ o l a .

S e a n  A  e l  s u c e s o  " e x t r a e r  u n  a s " ,

B  e l  s u c e s o  " e x t r a e r  u n  o r o "  ,  y

C  e l  s u c e s o  " e x t r a e r  e l  a s  d e  c o p a s " .

E x p l i c a r  e l  s i g n i f i c a d o  d e  c a d a  u n o  d e  l o s  s i g u i e n t e s  s u c e s o s :

I o) A 5o) A n  B 9o) A ñ B n C

2 ° Í  B 6 o ) A U  B 10° )  A O B O C

3 o) c  7 " )  A n c  1 1 ° )  a T T b  n  c
D  A U B  8" )  A n c  12° )  A O B ? T c

S O L O C I O N  :

I o)  Á es  e l  suceso "no e x t ra e r  un as"

2o)  B e s  e l  suceso "n o  e x t ra e r  un o ro "

3o)  C es  e l  suceso "n o  e x t r a e r  e l  a s  de copas"

4 ° )  A U B  es e l  suceso " e x t r a e r  un as o un o ro "

5o)  A n  B e s  e l  suceso " e x t r a e r  un as y e x t ra e r  un o ro "  ■ " e x t ra e r  e l  as de o-

ros "

6o)  A U B *  A n  B es e l  suceso "no e x t r a e r  e l  as de oros "

7 ° )  A n  C es e l  suceso " e x t ra e r  un o ro  y  e x t r a e r  un as de copas" *  0 ,

e s ,p o r  tan to  , e l  suceso in p o s ib le .

8o)  A O C es e l  suceso " e x t r a e r  un oro  y no e x t r a e r  un as de copas" ■ " e x t ra e r

un oro "

Nótese que A C C

9o)  A n  B n  C es e l  suceso " e x t ra e r  un oro y un as  y as de copas" ■ 0 -  "su

ceso im pos ib le "

10°) A n  B O C es e l  suceso c i e r t o  puesto que es  e l  complementario d e l  suceso

im pos ib le  (Ver  98) )  A D  B O  C 

11°) A U B  n c  *  Á n B n C  = 0 puesto que "no e x t ra e r  un a s "  y e x t ra e r  un

as de copas" son sucesos incompatib les .

12°) A n  B n  A *  A n  0  , ya que B y  C son sucesos incompatib les

•  A O E , donde E es e l  suceso c i e r t o

■  A es  e l  suceso " e x t ra e r  un as " .

 o o oO o oo -----



6 . 3 4  • S e  h a  o b s e r v a d o  l a  d i s t r i b u c i ó n  p o r  s e x o  d e  l o s  h i j o s  e n  

f a m i l i a s  d e  t r e s  h i j o s .

S e a n  A  e l  s u c e s o  " e l  h i j o  m a y o r  e s  u n  v a r ó n "  y

B  e l  s u c e s o  " l o s  d o s  h i j o s  p e q u e ñ o s  s o n  v a r o n e s " .

¿ C u á l e s  s o n  l o s  e l e m e n t o s  d e  A  y  d e  B ? .

S O L D C I O .  : { S U t c t í x i d t i  -H75-JKV-VH-HI

S i  designaDOS por V e l  h i j o  varán  y  por H h i j o  heabra ,  y l o s  nonbraoos de 

mayor a menor ,  se  t i e n e  :

A  = { V W  , W H  , VHV ,  VHH)

(ya  que en cada uno de e s tos  sucesos e lem enta les  e l  h i j o  mayor e s  varón)

B  -  { V W  ,  H W )

(ya  que en cada uno de e s to s  sucesos e lem enta les  l o s  dos h i j o s  menores son va ro 

nes) .

 o o o O o o o ------
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7 .  1 .  L a n z a r  una m oneda 100 v e c e s  y  a n o t a r  l o s  r e s u l t a d o s  o b 

t e n i d o s .  

a )  ¿ C u á l  s e r á  l a  f r e c u e n c i a  a b s o l u t a  d e l  s u c e s o  " c a r a " ? .

b )  ¿ Y  l a  f r e c u e n c i a  r e l a t i v a ? .

S O L U C I O N  : .  ( J W - V I I - n

Hemos r e a l i z a d o  e l  e x p e r i m e n t o  y  s e  h an  o b t e n i d o s  l o s  s i g u i e n t e s  r e s v

1 )  Número d e  c o r a s  q u e  h an  s a l i d o  -  48

2 )  Núm ero  d e  c r u c e s  q u e  h an  s a l i d o  *  52 

Con e s t o s  r e s u l t a d o s  s e  t i e n e  :

a )  La  f r e c u e n c i a  a b s o l u t a  d e l  s u c e s o  " c a r a "  *  48

b )  La  f r e c u e n c i a  r e l a t i v a  d e l  s u c e s o  " c a r a "  •  48/100

io s

 o o o O o o o -----

7 . 2 .  E x t r á i g a s e  d e  una b a r a j a  e s p a ñ o l a  t o d o s  l o s  o r o s .  C o n s i 

d e r a n d o  e s t e  m o n tó n  ,  h á g a n s e  50 e x t r a c c i o n e s  c o n  r e e m p l a z a m i e n t o  

y  a n ó t e n s e  l o s  r e s u l t a d o s .  IJKV-I/Il-Z]

S O L U C I O N :

Hemos r e a l i z a d o  e l  e x p e r i m e n t o , p r o c u r a n d o  b a r a j a r  b i e n  l a s  c a r t a s , y  s e  h an  o b t e  

n i d o  l o s  s i g u i e n t c o  r e s u l t a d o s  :

As de o r o s 4 c u a t r o  d e  o r o s 5 s i e t e de o r o s 6

dos d e o r o s 5 c i n c o  d e  o r o s 3 s o t a de o r o s 4

t r e s d e o r o s 6 s e i s  d e  o r o s 7 c a b a l l o  de o r o s 6

r e y de o r o s 4

NtTTA : O b ifa v e it  que t a i  ¿aecuencúiA t ie n d e n  a e s ta b i l íz a m e  en t o m e  a l  5.

 o o o O o o o -----

7 .  3 .  ¿ C u á n t o  v a l e n  l a  suma d e  t o d a s  l a s  f r e c u e n c i a s  r e l a t i v a s  

d e  l o s  s u c e s o s  e l e m e n t a l e s  d e  un e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o ?  

S O L O C X O N  : U W - W M )

L o s  s u c e s o s  e l e m e n t a l e s  d e  un e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o  e a  un s i s t e m a  c o m p l e t o  de 

s u c e s o s ,  e s  d e c i r ,  e s  una p a r t i c i ó n  d e l  e s p a c i o  m u e s t r a l .

De o t r o  modo :  a )  Dos s u c e s o s  c u a l e s q u i e r a  s o n  i n c o m p a t i b l e s  y

b )  l a  u n ió n  d e  t o d o s  l o s  s u c e s o s  e s  e l  s u c e s o  c i e r t o .

E n t o n c e s  ,  l a  suma d e  1 « 6  f r e c u e n c i a s  r e l a t i v a s  v a l e  l . E n  e f e c t o  :

S ea  E  •  ( a | , « 2 , . . . , a Q)  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  y  n j . O j , . . . ^  l a s  f r e c u e n 

c i a s  a b s o l u t a s  a l  r e a l i z a r  e l  e x p e r i m e n t o  n  v e c e s . S e  t i e n e  ,  e n t o n c e s  ,



7 .  4 .  Un e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e  e n  e x t r a e r  una b o l a  d e  una u r n a  

q u e  c o n t i e n e  una b o l a  a z u l ,  2  b l a n c a s  y  3 r o j a s . S e a  E =  ( a , b , r )

e l  c o r r e s p o n d i e n t e  e s p a c i o  m u e s t r a l  y  S e l  c o n j u n t o  d e  l a s  p a r t e s

d e l  c o n j u n t o  E , e s  d e c i r ,

S  = ( 0  , ( a ) , { b } , { r } , { a , b ) , { a , r ) , ( b , r ) ,  E )

S e  d e f i n e  una f u n c i ó n  p  s o b r e  S  d e  l a  s i g u i e n t e  m a n e r a  :

p(0) a  0  ,  p ( { a ) )  -  g  ,  p ( { b ) )  =  ^  ,  p ( ( r } )  -  ^  ,

p ( { a , b ) )  -  \ ,  p ( ( a , r l ) *» \  ,  p ( ( b , r ) )  =  |

p ( E )  -  1

¿ E s  p  una p r o b a b i l i d a d ? .
(S E L E c n in v w  -  19701

S O L U C I O N  S

Para que l a  func ión  p d e f in id a  sobre  S ,e sp a c io  de su cesos ,sea  una p ro b a b i l id a d ,  

debe v e r i f i c a r  l o s  axiomas s i g u ie n t e s  :

Ax-1 :  p (0 )  -  0

Ax-2  :  p (E )  -  1

Ax-3  :  S i  A,B G  S son t a l e s  que A H B ■  0  ,  en tonces p (A  U  B) = p (A )  +  p(B) 

Veuoos s i  s e  v e r i f i c a n  e s to s  axiomas.

Ax-1 :  p (0 )  =  0  ,  por d e f i n i c i ó n  de p

Ax-2 :  p (E )  = 1  . p o r  d e f i n i c i ó n  de p

Ax-3 :  I o)  Sear. A -  (a) ,  B ■ { b } ,  son t a l e s  que A H  B -  0  y

p ( { a ) )  ♦  p ( { b ) >  p ( ( * . b ) )  ,  y c o b o  í a . b )  -  A U  B

e s to s  sucesos v e r i f i c a n  e l  ax iona  3.

2 ° )  Sean A "  ( a )  , B ■ { r }  ,  son t a l e s  que A ^  B ■ 0  y

p ( ( a } )  +  p ( í r } )  " g + 5 = g " 5  "  P ( ( « . r ) )  .  y  como ( a . r )  -  A U  B

e s to s  sucesos v e r i f i c a n  e l  axioma 3 

3 " )  Sean A  *> ( b )  ,  B ■ { r }  ,  e s to s  sucesos son t a l e s  que A B •  0  y

p ( í b } )  +  p ( í r } )  "  5  +  5  "  |  "  P Í ( b . r ) )  ,  y cono { b , r }  ■  A U  b

e s to s  sucesos también v e r i f i c a n  e l  axioma 3.

De l o  a n t e r i o r  se  s igu e  que la  func ión  p e s  una p rob ab i l ida d  en S y  (E .S .p )  un 

e sp a c io  p r o b a b i l í s t i c o .

W0TA s Una ¿un ción  cíe p io b a b ilid a d  queda ta m b itn  deXenminada co n oc ien d o  t a i  i -  

m íg e n e i de t o i  iu c e io ó  e le m e n tó la .

L a  i u c t i o i  e le m e n t a l  a  ¿ o w m  u n a  b a ie  d e l  A lg e b r a  d e  i u c t i o i .

 o o o O o o o -----



7 .  5 .  S e a  E  = ( a l f a 2 , a 3 / a 4 )  u n  e s p a c i o  m u e s t r a l .  S e  d e f i n e n  l a s  

s i g u i e n t e s  f u n c i o n e s  d e  E  e n  R  ( n ú m e r o s  r e a l e s )  :

¿ C u á l e s  d e  e s t a s  f u n c i o n e s  d e f i n e n  u n a  p r o b a b i l i d a d  e n  E ? .

S O L O C I O H  :

1) L a  s u q b  d e  p U j )  , p ( a 2> , p (a ^ )  ,  p í a ^ )  es  mayor que 1 ,  lu ego  p  no 

d e f i n e  una p ro b a b i l id a d .

2 )  P ( a 2)  •  -  j  ,  y  como la  p ro b a b i l id a d  de un suceso es s iempre mayor o  igu a l  

que c e ro  ,  s e  s igu e  que p no d e f in e  aqu í una p ro b a b i l id a d .

3 )  La func idn  p d e f in e  a q u í  una p ro b a b i l id a d  puesto  que la  suma de l o s  v a lo r e s  

es  1 y  son no n e g a t iv o s .

4 )  Los v a l o r e s  son no n e g a t i v o s  , y su suma e s  1 , luego d e f in e n  una p r o b a b i l i 

dad sob re  E

5 ) p también e s  aqu í una p ro b a b i l id a d ,  pu es to  que l o s  v a lo r e s  que toman l o s  su

cesos  e lem en ta le s  son no n e g a t i v o s  y su suma e s  1 .

 o o o O o o o ----

S O L O C I O H  :

S i  s e  lanzan dos monedas a l  a i r e  l o s  casos  p o s ib l e s  o  r e s u l t a d o s  p o s ib l e s  son:

CC , CX ,  XC ,  XX 

ind icando por  C cara  y  por  X cru z.

E l  ún ico  caso  f a v o r a b le  e s  : CC.

Por t a n t o , l a  p ro b a b i l id a d  e s  :  p(CC) -  ^

OTRO METODO :

Sea A e l  suceso " s a c a r  c a ra  en l a  p r im era  moneda" y

B e l  suceso " s a c a r  c a ra  en l a  segunda moneda" , en tonces  e l  suceso

CC " s a c a r  c a ra  en la  prim era y  en l a  segunda moneda" es  l a  in t e r s c c c iú n  de

l o s  sucesos A y  B. Por  s e r  sucesos independ ien tes  se  t i e n e  :

p (CC ) -  p (A  O  B)  - p (A ) . p (B )  -  5  . \  -  l



7 .  7 i C o n s id e r e m o s  e l  s i g u i e n t e  j u e g o . U n a  f i c h a  p u e d e  a v a n z a r

a  p a r t i r  d e l  p u n t o  n e g r o  en  

l a s  d i r e c c i o n e s  i n d i c a d a s  

p o r  l a s  f l e c h a s  s e g ú n  l o s  

r e s u l t a d o s  p a r  o  im p a r  q u e  

s e  o b t i e n e n  a l  t i r a r  u n  d a 

d o .

S e  p i d e  :

a )  ¿ C u á n t o s  c a m in o s  d i s t i n 

t o s  p u e d e  s e g u i r  l a  f i 

c h a  h a s t a  e l  f i n a l ?

b )  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  

d e  c a d a  u n o  d e  e l l o s ? .

c )  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  

d e  q u e  l a  f i c h a  l l e g u e  a  

c a d a  u n o  d e  l o s  c i r c u i o s  

s u p e r i o r e s  d e s p u é s  d e  4 

j u g a d a s ? .

S O L O C I O H  :

a )  Los caminos a  segu ir  hasta l l e g a r  a cada uno de l o s  c i r c u io s  son :

1 4  6 4 1  4a f i l a  de c i r c u io s

1 3  3 1  3a f i l a  de c í r c u lo s

1 2 1  2a f i l a  de c í r c u lo s

1 1 I a f i l a  de c í r c u lo s

0

Cuando se termina e l  juego e l  número de caminos p os ib le s  es  :

1 + 4 + 6 + 4  + 1  - 1 6

b ) Todos lo s  caminos t ienen  l a  misma p robab i l ida d ,  luego su v a lo r  es  ^

c )  La probab il idad  de l l e g a r  a cada c í r c u lo  depende d e l  número de caminos p o s i 

b le s .  En a )  se  ha señalado l o s  caminos p o s ib le s .  Por  tan to ,  

p robab i l idad  de l l e g a r  a A -  1/16

probab i l idad  de l l e g a r  a B -  4/16

probab i l idad  de l l e g a r  a C -  6/16

probab i l idad  de l l e g a r  a D = 4/16

probab i l idad  de l l e g a r  a E = 1/16

NOTA : Pe una im nera andloga  ¿e  c a lc u la  ( a  p ro b a b ilid a d  de l le g a r  a  cada uno 

de lo&  c ir c u lo t> .

— o o o O o o o -----



7 .  8 ,  S e a n  A  y  B  d o s  d e  l o s  p o s i b l e s  s u c e s o s  q u e  p u e d e n  p r e s e n  

t a r s e  e n  u n  e x p e r im e n t o  a l e a t o r i o . P r o b a r  q u e  s i  A  y  B  s o n  s u c e s o s  

i n d e p e n d i e n t e s ,  e n t o n c e s  t a m b ié n  l o  s o n  s u s  s u c e s o s  c o n t r a r i o s  A 

y  §  .  (SELECTIVIDAD - F976)

S O L O C I O H  :

Sabemos que dos sucesos son independientes s i  , 

p (A  0  8 )  -  p (A ) .p (B )

Se t ra ca ,p o r  tan to ,  de demostrar que ,

p(A n i )  ■ p (Á ). p(B)

En e f e c t o ,  ______
p (A  n  B) -  p « A  U  B)

■ l - p ( A U B )

-  1 -  p (A )  -  P (B ) +  p (A  O  B)

-  1 -  p íA )  -  p íB ) + p íA )p (B )

-  Í1 -  p íA ) ) Í 1  -  p íB ) )

-  p íX ) .p íB )

lu e g o , lo s  sucesos A y  B son sucesos independientes.

l e y  de Morgan

A y  B independientes

 o o o O o o o ----

7 .  9 .  S e a n  S un e s p a c i o  d e  s u c e s o s ,  A y  B e l e m e n t o s  d e  S y  p  u 

na m e d id a  d e  p r o b a b i l i d a d  e n  S .

S e  s a b e  q u e  p ( A )  =  0 . 6  ,  p ( B )  =  0 . 7  y  p ( A  u  B ) -  p ( A  n  B ) =  0 . 3 .

C a l c u l a r  p ( A  U  B ) y  p ( A  n  B ) .
[SELECTIVIDAD -  1976)

S O L O C I O H  :

Sabemos que dados dos sucesos de S ,  A y  B ,  s e  v e r i f i c a  l a  s ig u ien te  r e la c ió n :  

P ÍA  U  B) -  p íA )  +  p íB ) -  p íA  n  B)
%

«=* p íA  U  B) +  p(A O B) -  p íA )  +  píB)

De e s ta  d lt im a  fórmula y  de la  r e la c ió n  dada en e l  enunciado.se o b t ie n e  e l  s i 

gu ien te  sistema :

¡ píA U B )  +  P ÍA  n  B) -  0 .6  +  0 .7  -  1.3 

P ÍA  U  B) -  p íA  n  B) -  0 .3

I o)  Sumando la s  dos ecuaciones , r e su l ta  :

2píA U B )  .  1 .6  -» píA U B )  a 0 .8

2o)  Restando la s  dos ecuaciones, r e s u l t a  :

2píA O  B) -  1 -  p íA  f l  B) -  0 .5



7 .  1® p r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  a l  m e n o s  u n a  c a r a  e n  n

l a n z a m ie n t o s  c o n s e c u t i v o s  d e  u n a  m o n e d a .

S O L O C I O »  * 1 * * * * * * * *  -  197S  - J W - W M 9 J

Sean A e l  suceso "saca r  a l  aenos una cara en n lanzaa ien tos  de una eoneda" 

XXX . . .  X e l  suceso "sacar  n cruces en n lanzaa ien tos  de una aoneda"; 

entonces lo s  sucesos A y XXX...X son sucesos c on t ra r io s  .  Por tan to  :

p (A )  -  1 -  p(XXX . . .  X)

-  1 -  p (X ) . p (X ) . p (X ) ..............p(X)

.  1 1 1  1 1 2°  -  1 

"  1 ■ 2 • 5 * 5 ..........2 "  ‘  '  ~

 o o o O o o o ----

7 . 1 1  ,  S e a n  A  y  D d o s  s u c e s o s  d e  u n  e s p a c i o  d e  s u c e s o s  S, 

t a i  q u e  p ( A )  -  3 /8  ,  p ( B )  = 1 / 2  y  p ( A  n  B )  -  1 /4  .  S e  p i d e  :

1 ) p  (A  U  B )

2 ) p ( X )  ,  3 )  p ( B )

4 ) p íA  O  B )  # 5 ) p ( Á  U  B )

6 )  p  (A  O B I  , 7 )  p ( B  n  A )

8 )  p ( A  A B)

S O L O C I O M  :

1 )  p ( A U  B ) -  p ( A )  ♦  p ( B )  -  p (A  O  B ) -  g ♦  g -  | -  l

2 )  p ( Á )  -  1 -  p ( A )  -  1 -  | -  l

3 )  p ( B )  -  1 -  p ( B )  -  1 -  i  -  5

4 )  P<Á O  B) -  p ( X T T b )  -  1 -  p (A  U  B) -  1 -  l  -  |

5 )  p (Á  U  B ) -  p ( A O  B ) ■ 1 -  p (A  n  B )  ■  1 •  | ■  j

6 )  p ( A  O  B )  -  p ( A  -  B )  -  p ( A  -  Í A  H  B ) )  -  p í A )  -  p í A  n  B)

3 1 -  1‘  á ’  i  *  8

7 )  p íB  H A ) -  p íB  -  A )  -  p íB  -  Í A  H  B ) )  -  p í B )  -  p íA  O  B)

1 1 -  1
’  5 •  l  i

8 )  p íA  A B ) -  p í í A  O  g )  U  ÍB  n  Á ) )  ,  por d e f in ic iA n  de d i f e r e n c ia

- P ÍA  n  B ) + p<B n  Á )  ,  por s e r  A O  B y B O  A incompati

b le s .

-¡♦i-i



7 .  1  2 ,  Una u r n a  c o n t i e n e  36 b o l a s  n u m eradas  d e l  1 a l  3 6 .  S e  e x 

t r a e n  s im u l t á n e a m e n t e  d o s  d e  d i c h a s  b o l a s  y  s e  v u e l v e n  a  i n t r o d u 

c i r  en  l a  u r n a ; p o s t e r i o r m e n t e  s e  s a c a  o t r o  p a r  d e  b o l a s  ( t a m b ié n  

s i m u l t á n e a m e n t e ) . H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  c o n s i s t e n t e  en 

q u e  l o s  nú m eros  qu e  s e  o b t i e n e n  en  l a  p r im e r a  e x t r a c c i ó n  no  sumen 

3 6 ,  y  qu e  adem ás,  e l  p r o d u c t o  d e  l o s  nú m eros  o b t e n i d o s  e n  l a  según  

d a  e x t r a c c i ó n  no  s e a  36.
(SELECTIVIDAD -1976)

S O L D C I O B  :

Sean A " l o s  dos números obten idos en la .p r im era  ex tracc ión  no suman 36"

B " l o s  dos números obten idos en la  segunda ex tracc ión  t ienen  un produc

t o  d i s t i n t o  de 36"

Los sucesos A y  B son evidentemente independientes, por tanto 

p(A n  B) -  p (A ) . p(B)

a) Cá lcu lo  de la  probab il idad  de A.

Aplicaremos l a  r e g la  de Laplace :

I o)  Casos p os ib le s  de e x t ra e r  dos bolas  : " j "  "

2o)  Casos favorab les ;

La primera bo la  es  e l  1 :  Las pare jas  que cumplen l a  condic ión varían

entonces d e l  1-2 a l  1-34, en to ta l : 33

La primera bola es e l  2 : Varían d e l  2-3 a l  2-33 en t o t a l : 31

La primera bola es e l  3 : Varían d e l  3-4 a l  3-32 , en to ta l :  29

La primera bola es e l  4 : Varían d e l  4-5 a l  4-31 en t o t a l : 27

La primera bola es e l  16 : Varían d e l  16-17 a l  16-19, en to ta l ;  3

La primera bo la  es  e l  17 :  La única p a re ja  es l a  16-17 , 1

Por tan to ,  e l  número t o ta l  de pare jas  v iene  dado por :

1 +  3 +  5 +  7 +  . . .  +  27 +  29 +  31 +  33 “  289

b) Cálculo de la  probab il idad  de B.

1*)  Casos p os ib le s  -  630 ( l o s  mismos que en a ) - l ® ) )

2®) Casos favorab les  ■ 630 -  5 ■ 625 ,  puesto que 1-36 ,18-2 ,12-3 ,9-4 y 

6-6 son lo s  casos des favo rab les  d e l  suceso B

De a) y b) se  s igue que : p(A n  B) = p (A ) .p (B )  = •  0.455

 o o oO o oo -----



7 . 1 3  . H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e n e r  dos c a r a s  y  4 c ru c e s  

a l  l a n z a r  6 monedas s o b r e  una mesa.
¡SELECTIVIDAD -  1976)

S O L O C I O H  :

En e l  lanzam ien to de una moneda l o s  r e s u l t a d o s  son  dos : Cara (C ) y  Cruz ( X ) . 

Su p ro b a b i l id a d e s  son :

P (C ) -  p (X )  -  i
I

Vanos a c a l c u la r  l a  p ro b a b i l id a d  d e l  suceso p ed id o  por  l a  " r e g l a  de L a p la c e " .

a )  Casos p o s ib l e s .

Cada moneda t i e n e  dos p o s ib i l i d a d e s ,  lu ego  e l  número de r e s u l ta d o s  p o s ib le s  

con la s  6 e s  :

Número de casos p o s ib le s  = 2 . 2 . 2 . 2 .2 . 2  -  26 -  64

b ) Caso fa v o r a b le s .

Un r e s u l t a d o  f a v o r a b le  e s  : C C X X X X

o  también :  X C X C X X

Es e v id e n t e  que l o s  casos p o s ib le s  v ien en  dados por l a s  permutaciones con

r c p e t i c iS n  de 6 e lem entos  de l o s  c u a le s  uno se  r e p i t e  2 v e c e s  y o t r o  4.

„ 4 ,2  6 !  1 . 2 . 3 . 4 .5 . 6  , ,
Numero de casos  fa v o r a b le s  :  , 2 ¡ "  1 2 3 4 1 2 “

De a )  y b )  se  s igu e  que la  p ro b a b i l id a d  e s  :

P ro b a b i l id a d  de ob ten er  2 c a ra s  y  4 c ru ces  -  -g|- •

 o o o O o o o -----

7 . 1 4  .  H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  l a  suma d e  l o s  p u n t o s  d e  

l a s  c a r a s  v i s i b l e s  d e  un d a d o  q u e  s e  l a n z ó  a l  a z a r ,  s e a  m ú l t i p l o

( SELECTIVIDAD -  1976)d e  5 .

S  O  L  ü  C  I  O

L a s  sumas que s e  pueden  o b t e n e r  son  :

E l  1 no e s  v i s i b l e  :  2 + 3 + 4 + 5 + 6  - 2 0  -  5

E l  2 no e3 v i s i b l e  :  1 +  3 +  4 +  5 +  6 - 1 9  j* 5

E l 3 no e s  v i s i b l e  :  1 + 2 + 4 + 5 + 6  = 1 8  A 5

E l 4  no e s  v i s i b l e  :  1 +  2 4 3  +  5 +  6 - 1 7  j* 5

E l 5 no e s  v i s i b l e  :  1 +  2 +  3 +  4 +  6 - 1 6  j» 5

E l 6 no e s  v i s i b l e  :  1 +  2 +  3 + 4 + 5 - 1 5  -  5

Por  ta n to  ,  -  casos fa v o r a b le s  -  2 

-  casos p o s ib le s  -  6

p r o b a b i l id a d  d e  que l a  suma s e a  m ú l t ip lo  d e  5, -  g  -  ^



7 .  1  5 .  H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  un s u c e s o . s a b i e n d o  q u e  l a  suma

d e  su  c u a d r a d o  y  l a  d e l  c u a d r a d o  d e  l a  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  c o n

t r a r i o  e s  i g u a l  a  ^  .  ISELECTJVIVAD -1976)

S O L O C I O H  :

Sea A  e l  suceso y x  su p rob ab i l ida d  , e s  d e c i r  ,  p (A )  = x  .

Entonces e l  suceso c o n t ra r io  ,  A , t i e n e  por  p rob ab i l ida d  :

p (A )  -  1 -  p (A )  -  1 -  x 

El enunciado d e l  problema se traduce en l a  s ig u ien te  ecuación :

x 2 +  (1  -  x ) 2 -  l  ~

x 2 +  1 -  2x +  x2 ■ |  “ “

18x2 -  18x +  9 -  5 «=*

18x2 -  18x +  4 -  0

9x2 -  9x +  2 = 0

Y r e so lv ien do  l a  ecuación de segundo grado r e s u l ta n te ,  se  t i e n e :

6 1 
y x 2 "  18 '  3

2 1 
Por tan to ,  p (A )  •  r  ,  o  también p (A )  ■ -  .

 o o o O o o o -----

7■ 1  6 . H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e n e r  ” a l  m en os  un 3 ”  en  d o s  

l a n z a m i e n t o s  d e  un d a d o .  \ J R V -V 1 1 - 1 1 )

S O L U C I O N  :

Sean A e l  suceso "saca r  un 3 en e l  primer dado" y

B e l  suceso "s a ca r  un 3 en e l  segundo dado" ,  entonces e l  suceso

C "ob ten e r  a l  menos un 3 en dos lanzamientos de un dado" es  l a  unión de 

l o s  sucesos A y B , e s  d e c i r ,  C = A U  B.

Por tan to  ,

p(C) -  p(A U  B) -  p (A )  +  p (B ) - p ( A H b )  ■ g  +  g -  ; ^ ” ^

Veamos ahora como se r e su e lv e  e s te  problema por l a  " r e g l a  de Lap lace " .

a) Los r esu ltado  p o s ib le s  a l  t i r a r  dos dados son 36.

b) Los r esu lta d os  fa v o ra b le s  a l  suceso C son :

31 ,32,33,34,35,36 ,  13,23, 43,53,63

U e g 0 ’  p (C )  .  ■ £



7 .  1  7 .  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e n e r  9  o  10 p u n t o s  c o n  

d o s  d a d o s ?  iS E LE C TJV lM ) -1976)

S O L O C I O H  :

Sean A e l  suceso "s a ca r  9 puntos con dos dados" y

B e l  suceso "s a ca r  10 puntos con dos dados" ,  l o s  sucesos A y  B se pue

den exp resa r  entonces a s í :

A -  {6 3  ,  54 ,  45 .  36}

B -  {6 4  , 55 , 46}

S iendo 1 ' “ado p o s i b l e s , a l  t i r a r  dos dados, 36 ,  s e  t i e n e  que :

a )  P ro t  d e l  suceso A  : p (A )  •  ^

b )  P ro b a b i l id a d  d e l  suceso B : p (B )  ■ -  ■—

c )  Como l o s  sucesos A y B son sucesos in co m p a t ib le s  , la  p ro b a b i l id a d  pedida 

3 e r á  :

p (A  o B) -  p (A )  +  p (B )  -  - j g  +

HOJA: N óteAe  que ,

A o  B * {63  ,  54 ,  45 , 36 ,  64 ,  55 , 46 }

y  a p lica n d o  l a  "a e g ta  de L a p la ce " obtenenoA  e l  A eA u lta d o  a n te ó lo * .

 o o o O o o o -----

7 . 1 8  . S e  ha t r u c a d o  u n a  m o n ed a  d e  t a l  f o r m a  q u e  l a  p r o b a b i l i 

d a d  d e  o b t e n e r  c a r a  e s  t r i p l e  q u e  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e n e r  c r u z .  

¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  c a d a  s u c e s o  " c a r a "  y  " c r u z " ? .

S O L O C I O H  :

Sean C e l  suceso "o b t en e r  c a r a "  y

X e l  suceso "o b t en e r  c ru z " ,  en tonces se  t i e n e  :

a )  C O  X ■ 0 ,  e s  d e c i r ,  C y  X son sucesos in co m p a t ib le s .

b )  p (C )  -  3p(X)

c )  p (C  U  X) -  P (C )  +  p (X )  -  p(C n  X)

d )  C U  X -  E ,  s ien do  E e l  suceso c i e r t o .

De e s ta s  r e la c io n e s  s e  s ig u e  :

l  -  P (E )  -  p (C  U  X) -  p(C> +  p (X )  -  p (C  n  X)

-  p (C )  +  p (X )

-  3p(X) +  p(X)

-  4p (X ) ,  de  donde p (X )  -  ¿ ,  y por  tan to .



7 . 1 9  . H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  l o s  p u n t o s  o b t e n i d o s  a l

l a n z a r  t r e s  d a d o s ,

a )  sumen 3

b )  sumen un m ú l t i p l o  d e  3 .
ISFLECTIl/IPAP -  1975)

S O L U C I O N  :

a )  Sea A e l  suceso "suma de lo s  puntos de l o s  t r e s  dados es 3 "  ,  en tonces

A ■ {1 1 1 }  , es  d e c i r ,  en lo s  t r e s  dados s e  debe o b ten e r  1.

p (A )  -  p ( l l l )  -  p ( l ) . p ( l ) . p ( l )  -  I  . I  .  i  -  - L

N ótese  que lo s  casos f a v o ra b le s  son I y l o s  casos p o s ib le s  son 216.

b )  Sea B e l  suceso "6uma de l o s  puncos de l o s  t r e s  dados m ú lt ip lo  de 3 "  ,  cnto- 

ces
1) resu ltados cuya suma es 3 : 111

2) resu ltados cuya suma es 6 : 114 • 141 . 411

123 • 132 , 213 , 231 , 312 , 321

3) resu ltados cuya suma es 12 : 651 » 615 , 516 . 562 . 156 , 165

642 • 624 , 426 , 462 . 246 . 264

633 • 363 , 336

552 t 525 . 255

543 • 534 . 435 , 453 , 354 , 345

444

4) resu ltados cuya suma es 18 : 666

Por  t a n to ,  casos f a v o r a b le s  : 36 36 1

casos p o s ib l e s  : 2 1 6  P ( B  ̂ 2 1 6  6

 o o o O o o o -----

7 . 2 0  . ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  t r e s  a s e s  ( t r e s  1 )  a l  

l a n z a r  t r e s  d a d o s ?  \ J R V - V U - 7 }

S O L U C I O N  :

Sean A e l  suceso " s a c a r  as en e l  primer dado"

B e l  suceso "s a ca r  as  en e l  segundo dado"

C e l  suceso " s a c a r  as  en e l  t e r c e r  dado" ,  en tonces l a  p ro b a b i l id a d  de l

suceso in t e r s e c c ió n  "A  y B y C " e s  :

P ÍA  y  B y C) = p (A ) . p (B ) . p (C )  -  g . g . g -  ~

ya que l o s  sucesos A,B y C son independ ien tes .

También se  puede a p l i c a r  l a  " r e g l a  de L a p la c e "  .En número de casos fa vo rab le s  

es  1 y e l  número de casos p o s ib le s  es  216  y su c o c i e n t e  1/216 es l a  p r o b a b i l i 

dad d e l  suceso A  O  B n  C.



7 .  2 1  . U n  d a d o  e s t á  t r u c a d o  d e  m o d o  q u e  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e  

n e r  l a s  d i s t i n t a s  c a r a s  e s  p r o p o r c i o n a l  a  l o s  n ú m e r o s  d e  e s t a s .  

S e  p i d e  :

a) P r o b a b i l i d a d  d e  c a d a  u n a  d e  l a s  c a r a s

b )  P r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  u n  n ú m e r o  p a r

c )  P r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  u n  m ú l t i p l o  d e  3

S O L U C I O N :

a )  Sea x  la  p ro b a b i l id a d  de sacar  1 ,  es  d e c i r  , p (1 )  ■  x  ,  en tonces

p (2 )  -  2x ,  p (3 )  -  3x .  p<4) -  4x ,  p<5) -  5x ,  p<6) -  6 x ) .

Por  s e r  1 ,2 ,3 ,4 ,S ,6  e lem entos  d e l  e sp a c io  m u estra l ,  la  suma de l a s  p r o b a b i l i  

dades e s  1 ,  e s  d e c i r  ,

p ( l )  +  p (2 )  ♦  p ( 3) ♦  p (4 )  ♦  p (5 )  +  p (6 )  -  x  ♦  2x ♦  3x ♦  4x ♦  5x ♦  6x

-  2 1 x

Luego .  *  •

Por  t a n to ,  p< 1) -  -yj- ,  p (2 )  -  , p (3 )  -  , p (4 )  -  , p (5 )  =  ~

P<6) -  - j r

b) pC 'sacar  p a r " )  - p ( { 2 , 4 , 6 ) )  - p (2 )  + p<4) + p (6 )  - -  - j f

c )  pC 'sacar  m l í lc ip lo  de 3 " )  -  p < {3 ,6> )  =  p (3 )  +  p (6 )  -

 o o o O o o o ----

7 . 2 2  . L a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  u n a  b o m b a  l a n z a d a  p o r  u n  a v i ó n  

h a g a  b l a n c o  e n  e l  o b j e t i v o  e s  1/3. H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  a l e a n  

z a r  e l  o b j e t i v o ,  s i  s e  t i r a n  t r e s  b o m b a s  s e g u i d a s .

S O L U C I O N  :

E l suceso D ■ "h acer  b lanco  en e l  o b j e t i v o "  es  e l  suceso complementario de 5 , 

D ■ "no h acer  b lanco  en e l  o b j e t i v o "

Sean A = "h acer  b lanco en e l  o b j e t i v o  con la  primera bomba",

B -  "h acer  b lunco en e l  o b j e t i v o  con la  segunda bomba",

C -  "h acer  b lanco  en e l  o b j e t i v o  con l a  t e r c e r a  bomba",

en tonces  ,

p (D ) •  i  -  p (D )  •  i  -  p ( Á  n  b  n  c )

•  l  -  p ( X ) . p ( B ) . p ( C )

.  1 2 2 2 .  I 8 - 19
T  • T  ’  T  1 -  2 7  7 T



7 .  2 3 .  En una l o t e r í a  l o s  b i l l e t e s  e s t á n  n u m e ra d o s  c o n s e c u t i v a 

m e n te  d e s d e  e l  0000  a l  9 9 9 9 . C a l c u l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  o b t e n 

g a  e l  p r i m e r  p r e m i o  a l g u n o  d e  l o s  n ú m eros  q u e  s o l o  t e n g a n  t r e s  c i 

f r a s  d i s t i n t a s , t a l e s  com o  : 0 0 9 4 , 0 2 1 0 , 8 5 5 0 , 9 6 7 6 , 3 2 8 3 , . . .

s o l ü c i o h  = t i m m m i

Aplicarem os l a  r e g l a  de Lap lace .

a )  Casos p o s ib le s  : 10000

b) Casos fa v o ra b le s  :

I o)  Las p o s ib i l id a d e s  de e l e g i r  t r e s  c i f r a s  d i s t i n t a s  es  :  -

-  1 2 0

2o)  Cobo se  ha de r e p e t i r  una de la s  c i f r a s  de cada grupo , cada uno de e s 

tos 120 nos da t r e s  nuevas p o s ib i l i d a d e s ,  y tendremos entonces

120.3 -  360

3o)  Cada uno de e s tos  360 grupos es  de la  forma aabe, abbc .a bcc .S i  permuta

mos la s  l e t r a s  obtendremos f in a lm en te  todos l o s  números p o s ib le s .

A s í  e l  grupo aabe da lu ga r  a 12 números , puesto que

pl  " " 12
Por tan to ,  e l  número de b i l l e t e s  fa v o ra b le s  e s  : 360.12 = 4320.

P rob ab i l ida d  de obtener  e l  primer premio -  -  0 '432
10000

 o o o O o o o -----

7 .  2 4 .  L o s  s u c e s o s  A  y  B d e  un e x p e r i m e n t o  a l e a t o r i o  s o n  i n d e 

p e n d i e n t e s  y  t i e n e n  p o r  p r o b a b i l i d a d  , p ( A )  =  p  y  p ( B )  =  q .  

H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  a l  r e a l i z a r  e l  e x p e r i m e n t o  s o l o  o c u 

r r a  un o  d e  l o s  d o s  s u c e s o s .

S O L O C I O N  :

C o n s id e r e m o s  l a  f i g u r a  a d j u n t o .  S i  A  y  B son 

l o s  s u c e s o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d e  A  y  B r e s p e c 

t i v a m e n t e ,  s e  t i e n e  q u e  e l  s u c e s o s  p e d i d o  e s

A A B -  (A O  B) U (X n  B)

Por  tan to  :

p (  (A n  § )  U  (A  n  B » “  p ( A  O  B) +  p ( A  O  B) 

=  p ( A ) p ( B )  +  p ( A ) p ( B )

»  p ( l - q )  +  ( l - p ) q

,  ya  que l o s  sucesos A f l  B y  ADB 

son incom patib les ,

,  ya que lo s  sucesos A y  B , A y B 

son independientes

, ya que p (A )  -  I -  p y 

p (B ) -  1 -  q



7 . 2 5 .  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  a l  l a n z a r  d o s  d a d o s , s a l 

g a  p o r  suma ,  o  b i e n  3 ,  o  b i e n  4 ,  o  b i e n  5 ? .

S O L O C I O M  : IJ K V -V 1 1 -6 )

Sean A  e l  suceso "s a ca r  3 puntos con dos dados" ,

B e l  suceso "sacar  4 puntos con dos dados" y

C e l  suceso "sacar  5 puntos con dos dados" ,  entonces l o s  sucesos A.B y

C se pueden expresar  también a s í  :

A -  (21 ,  12}

B -  (31 .  22 . 13}

C -  (41 .  32 ,  23 . 14}

Recordemos que e l  número de casos p os ib le s  a l  t i r a r  dos dados es 36.Por tan to .

P ÍA  o  1  o  O  ■ P ÍA )  +  P ÍB ) *  P ÍC ) -  ♦  4 -  +  4 -  -  4 -  -

— o o o O o o o -----

7 . 2 6  ,  Una u r n a  c o n t i e n e  8 b o l a s  r o j a s ,  5 a m a r i l l a s  , 7  v e r d e s .  

S e  e x t r a e  una a l  a z a r .  D e t e r m in a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  :

a )  S e a  r o j a  d )  N o  s e a  r o j a

b )  S e a  a m a r i l l a  e )  S e a  r o j a  o  v e r d e

c )  S e a  v e r d e  f )  N o  s e a  v e r d e .
( J R V - V I I - I 3)

S O L U C I O N  :

Sean A e l  suceso "sacar  bo la  r o ja "  ,

B e l  suceso "sacar  bo la  a m a r i l la "  y 

C e l  suceso "saca r  bo la  ve rde " .

8 8 2
a) P<A) "  « T T T T T  ‘  20 = 5

b) p (B ) -  ±

c )  P ÍC ) -  -1 -

d )  El suceso "sacar bo la  NO r o j a "  es  e l  suceso c o n t ra r io  de l A. Por tan to ,

2 3p í ís a c a r  bo la  no r o j a } )  ■ 1 -  p (A )  = 1 - 5  ■ 5

e )  E l suceso "sacar  b o la  r o ja  o v e rde "  e s  e l  suceso unión de A y B. Por tan to ,  

p(A U B) = p (A )  +  píB) -  -  -1

f )  E l suceso "sacar  bo la  NO v e rd e "  es  e l  suceso c o n t ra r io  de l C. Por tanto , 

p í í s a c a r  bo la  no v e rd e } )  -  1 -  p (C ) = 1 -  ^



7 .  2 7 .  L a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  un h o m b r e  y  u n a  m u j e r  d e  18 a ñ o s

v i v a n  50 m ás e s  0 . 6  y  0 . 7  r e s p e c t i v a m e n t e . S e  c a s a n . S e  p i d e  :

a )  P r o b a b i l i d a d  d e  q u e  v i v a n  d e s p u é s  d e  50 a ñ o s

b )  P r o b a b i l i d a d  d e  q u e  v i v a  s o l o  e l  h o m b re

c )  P r o b a b i l i d a d  d e  q u e  v i v a  s o l o  l a  m u j e r

d )  P r o b a b i l i d a d  d e  q u e  v i v a  a l  m en o s  un o  d e  l o s  d o s

e )  P r o b a b i l i d a d  d e  q u e  n o  v i v a  n i n g u n o  d e  l o s  d o s .

S O L U C I O N  :

Sean B e l  suceso " l a  mujer v i v e  50 años más" ,

A  e l  suceso " e l  hombre v i v e  50 años más" ,

A y B l o s  sucesos  c o n t r a r i o s  de A y B resp ec t iv a m en te .

Entonces :

a )  p ( " v i v a n  después de 50 a ñ o s " )  ■ p (A  H B) •  p (A ) . p ( B )  ■ 0 .6  x  0 .7  -  0 .42

b ) p ( " v i v a  s o l o  e l  hombre") ■ p (A  n  B ) -  p (A ) . p ( B )  ■ 0 .6  x  0 .3  ■ 0.18

c )  p C 'v i v a  s o l o  l a  m u je r " )  => p (A  n  B ) -  p ( A ) . p ( B )  -  0 .A  x 0 .7  -  0 .28

d )  p C 'v i v a  a l  menos uno de l o s  d o s " )  -  p (A  U B) ■  p (A )  +  p (B )  -  p (A  H  B)

-  0 .6  +  0 .7  -  0 .42

-  0 . 8 8

c )  E l suceso "n o  v i v a  ninguno de l o s  d o s "  e s  e l  suceso c o n t r a r i o  de 

" v i v a  a l  menos uno de lo s  d os "

por  t a n to ,

p ( " n o  v i v a  ninguno de l o s  d o s " )  •  l -  p C 'v i v a  a l  menos uno de l o s  d os " )

-  1 -  0 .88  -  0.12 

 o o o O o o o -----

7 . 2 8  .  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  d o s  b o l a s  b l a n c a s  d e  u 

n a  u r n a  q u e  c o n t i e n e  14 b o l a s  b l a n c a s  y  16 b o l a s  n e g r a s ,  c o n  r e e m 

p l a z a m i e n t o  y  s i n  é l ? .  [ J K V - V l I  -  í )

S O L U C I O N  :

Sean A e l  suceso " s a c a r  b lanca  en l a  primera e x t r a c c ió n "

B e l  suceso " s a c a r  b lanca  en la  segunda e x t r a c c ió n " .

Veamos cuál e s  l a  p ro b a b i l id a d  en cada uno de l o s  casos  :

a )  Con reem plazam iento .

p(A y B ) - p(A O B )  ■ p (A ).p (B )  - . -1 -̂ - -yy . - jy  =

b ) S in  reem plazam iento .

14 13 7 13 91



7 . 2 9 . H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e n e r  a l  m en o s  un 6 d o b l e  en  

n t i r a d a s  d e  d o s  d a d o s .  
(SELECTIVIDAD  - 1976)

S O L U C I O N  :

S e a n  A j  e l  s u c e s o  " s a c a r  6  d o b l e  e n  l n  p r i m e r a  t i r a d a " .

Ay  e l  s u c e s o  " s a c a r  6  d o b l e  en  l a  s e g u n d a  t i r a d a " ,

A ^  e l  s u c e s o  " s a c a r  6  d o b l e  e n  l a  t e r c e r a  t i r a d a "  ,

• •• ••• ••• ♦ • • ••• ••• •••
A  e l  s u c e s o  " s a c a r  6  d o b l e  en  l a  n - é s i m a  t i r a d a " ,

n

La  p r o b a b i l i d a d  p e d i d a  s e r á  ,  s i e n d o  A  e l  s u c e s o  d a d o  , :

P Í A )  =  p ( A j  U A 2  U A 3  U  . . .  U A n )

-  1 -  p ( A .  U A . U A . Ü  . . .  U  A  )l  ¿ J n

■  i  -  p í Á j  n Á 2  n Á 3  n  . . .  n  Á n )

_  .  p en d ien tes ,
-  1 . ya <lue to d o s  l o s  sucesos  t i e n e n  l a  misma p ro b ab i-

1 -  p í Á J) p í Á 2 ) p í Á 3)  p í A n > ,  y a  q u e  l o s  s u c e s o s  s o n  i n d e -

y a  q u e  

l i d a d ,

■  1 -  » y a  *1u c  ¿ e  l ° s  36 c a s o s  q u e  r e s u l t a n  a l  t i r a r  d o s

d a d o s  s o l o  e l  6 6  e s  f a v o r a b l e  ,  p o r  t a n t o  como 

A j  e s  e l  c o m p l e m e n t a r i o  ,  su  p r o b a b i l i d a d  s e r á

 o o o O o o o -----

7 . 3 0  . D e  una b a r a j a  d e  40 c a r t a s  s e  s a c a n  d o s  a l  a z a r . H a l l a r  

l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  s e a n  d o s  r e y e s .

S O L O C I O H  = (S E L E C T m m  - .9 ,6 ,

Prim er método :

a )  E l  nú m ero  d e  p o s i b i l i d a d e s  d e  e l e c c i ó n  d e  d o s  c a r t a s  e s  :

b )  E l  n ú m e ro  d e  p o s i b i l i d a d e s  d e  e l e c c i ó n  d e  d o s  r e y e s  e s  : ( 2 ) '  T ~ T  "  ̂

A p l i c a n d o  l a  r e g l a  d e  L a p l a c e  , s e  t i e n e  :

p r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  d o s  r e y e s  -  ^  -  - y jQ

S e g u n d o  m é t o d o  :

S e a n  A  e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  e n  l a  p r i m e r a  e x t r a c c i ó n "

B e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  e n  l a  s e g u n d a  e x t r a c c i ó n "  , e n t o n c e s  e l  s u c e s o

p e d i d o  v i e n e  d a d o  co m o  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e  A  y  B ,  p u e s t o  q u e  l a  e x t r a c c i ó n  a l

a z a r  d e  d o s  c a r t a s  e s  e q u i v a l e n t e  a  l a  e x t r a c c i ó n  s u c e s i v a  s i n  r e e m p l a z a m i e n t o .

P o r  t a n t o  , p ( A  n  _  p ( A ) > p ( B / A )  „  # . _ í _  „



7 . 3 1  .  H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  o b t e n e r  a l  a z a r . d e  una b a r a j a

e s p a ñ o l a  :

I o )  un r e y  y  un a s

2 o )  un r e y  o  un a s

3®) d o s  r e y e s

e n  e x t r a c c i o n e s  s u c e s i v a s , d e v o l v i e n d o  l a  c a r t a  a  l a  b a r a j a  d e s p u é s  

d e  l a  p r i m e r a  e x t r a c c i ó n .  i S t t t c U v id a d  -  1975 - J W -V U - t O )

S O L U C I O N  :

Sean R e l  suceso " s a c a r  un r e y  en l a  p r im era  e x t r a c c ió n "  ,

A e l  suceso " s a c a r  un as en l a  segunda e x t r a c c i ó n "  y

R* e l  suceso " s a c a r  un r e y  en l a  segunda e x t r a c c ió n " .

1 * )  E l suceso " s a c a r  un r e y  y  un a s "  e s  e l  suceso in t e r s e c c i ó n  de R y A ,  y ade

más son sucesos in d ep en d ien tes .  Por  t a n to  ,

4 4 1
pC 'sacar  un rey  y un a s " )  -  p (R  n  A) -  p (R ) . p (A )  -

2 ° )  E l suceso " s a c a r  un rey  o  un a s "  es  e l  sucoso unión de R y A , y además 

son in co m p a t ib le s .  Por  ta n to  ,

p C 's a ca r  un r e y  o un a s " )  -  p (R  U  A )  -  p (R )  ♦  p (A )  -  A  +  -  A  •  ^

3#)  E l suceso " s a c a r  dos r e y e s "  e s  e l  suceso  in t e r s e c c ió n  de l o s  sucesos  R y 

R* , además son in d ep en d ien te s .  Por  t a n to  ,

p C 's a ca r  dos r e y e s " )  -  p (R  O  R * )  -  p ( R ) . p (R * )  .  . A  „  ^

 o o o O o o o -----

7 . 3 2 .  Una u r n a  c o n t i e n e  t r e s  b o l a s  b l a n c a s  y  s i e t e  n e g r a s . O t r a

c o n t i e n e  c u a t r o  b o l a s  b l a n c a s  y  5  n e g r a s . E x t r a e m o s  u n a  b o l a  d e  c a 

d a  u r n a .  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  l a s  d o s  s e a n  n e g r a s ? .

U K i f - m - i n
S O L U C I O N  :

Sean A e l  suceso " s a c a r  b o la  negra  de la  primera urna" y

B e l  suceso "s a ca r  b o la  negra  de l a  segunda urna" ,  en tonces e l  suceso

C " s a c a r  b o la  negra  en l a  p r im era  urna y en l a  segunda" e s  l a  i n t e r 

s e cc ió n  de l o s  sucesos  A  y B ,  e s  d e c i r  ,  C -  A O  B

a )  La p ro b a b i l id a d  d e l  suceso A e s  :  p (A )  -  yg

b )  La p ro b a b i l id a d  d e l  suceso B e s  : p (B )  -

c )  S ien do  l o s  sucesos A y B independ ien tes  ,  r e s u l t a  :

P (C )  •  p (A  n  B ) -  p ( A ) . p (B )  -  A  .  -| -  •  ■ -J g



7 . 3 3  • H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  un r e y  y  un c a b a l l o  en

l a  e x t r a c c i ó n  s i m u l t á n e a  a l  a z a r  d e  d o s  c a r t a s  d e  una b a r a j a  e s p a 

ñ o l a .  ISELECTIVWAD -  1976)

S O L U C I O M  :

P r i m e r  m é t o d o :

L a  e x t r a c c i ó n  s i m u l t á n e a  d e  d o s  c a r t a s  e q u i v a l e  a  l a  e x t r a c c i ó n  s u c e s i v a  s im  

r e e m p l a z a m i e n t o .  S i

R e s  e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  "

C  e s  e l  s u c e s o  " s a c a r  c a b a l l o "

e n t o n c e s  e l  s u c e s o  " s a c a r  r e y  y  c a b a l l o  s i m u l t á n e a m e n t e "  e q u i v a l e  a  l a  u n ió n  d e  

l o s  s u c e s o s  RC y  C R .  P o r  t a n t o ,

P (RC U  CR ) -  p(RC) + p(CR) ■ p (R )p (C/R) + p(C)p(R/C)
_  A 3 4  3  A 8

" T O - T T  +  AO * 3 9  3 9 0  390

S e c u n d o  m é t o d o :

Veamos cómo s e  o b t i e n e  l a  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  p e d i d o  p o r  l a  " r e g l a  d e  L a p la  

c e "  .

I o )  C a s o s  p o s i b l e s  -  C4 0  2 -  -  390

2o)  C a s o s  f a v o r a b l e s  -  ^  ® * y a  <,UÜ * o s  c a s o  CR °  Rc s o n  * n d ' s “

t i n g u i b l e s  a l  s e r  l a  e x t r a c c i ó n  s i m u l t á n e a .

De  1®) y  2®) s e  s i g u e  q u e  l a  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  p e d i d o  e s  :

p C ' r e y  y  c a b a l l o " )  -  ^

 o o o O o o o -----

7 . 3 4 . ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  e x t r a e r  a l  a z a r  y  s u c e s i v a 

m e n t e , d o s  c a r t a s  d e  n u m e r a c i ó n  c o n s e c u t i v a  e n  una b a r a j a  e s p a ñ o l a ?

S O L U C I O M  :

S e a n  A  ■  " s a c a r  u na  c a r t a  d e  l a  b a r a j a  l a  p r i m e r a  v e z "  y

B -  " s a c a r  u na  c a r t a  c o n s e c u t i v a  a  l a  a n t e r i o r  l a  s e g u n d a  v e z "  

e n t o n c e s , e l  s u c e s o  p e d i d o  v i e n e  d a d o  p o r  A  n  B.

P o r t a n t e ,  p ( A  O  B )  -  p ( A ) . p ( B / A )

8  8 
"  1 * 19 "  I m 

p u e s t o  q u e  p ( A )  ■  1 ,  y a  q u e  e s  e l  s u c e s o  c i e r t o ,  y

p (B / A )  -  r y y  , y a  q u e  h a y  8  c a r t a s  c o n s e c u t i v a s  a  una d a d a , d o s  d e  

c a d a  p a l o  ,  l a  a n t e r i o r  y  s i g u i e n t e .



7 . 3 5  • C a l c u l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  a l  l a n z a r  n v e c e s  u n a  mo 

n e d a  o b t e n g a m o s  n c a r a s .  • ( J R V - V I I - 1 5 )

S O L U C I O N  :

Sean C e l  suceso "s a ca r  cara  en e l  p r im er lan zam ien to "  ,

CC e l  suceso " s a c a r  cara  en e l  pr im ero y en e l  segundo" ,

CCC e l  suceso "s a ca r  c a ra  en e l  p r im ero ,  en e l  segundo y en e l  t e r c e r o "

• • •
CCC . . . C  e l  suceso " s a c a r  cara  en cada uno de l o s  n lanzam ien tos"

Se t i e n e  entonces :

CC •  C n  C

ccc - c n  c n  c 

c c c . . . c » c n c  n  c n . . . n c

s iendo además todos  l o s  sucesos independ ien tes .  Por ta n to  : 

p(CCC . . .  C ) -  p ( C ) . p (C ) . p (C )  . . .  p (C )  = 1 . 1 . 1  .............  I  -  - i -

 o o o O o o o -----

7 . 3 6  .  En una b a r a j a  d e  40 c a r t a s  ,  ¿ c u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e

q u e  un g r u p o  d e  c i n c o  c a r t a s  c o n t e n g a  e x a c t a m e n t e  d o s  a s e s ? .

[ S i t i c t i v i d a d  -  1975 -  J M -V U -1 7 )
S O L U C I O N  :

Vamos a  a p l i c a r  l a  " r e g l a  de L a p la c e " .

a )  Número de casos  p o s ib le s .

Los grupos d i s t i n t o s  de c in co  c a r ta s  que se pueden formar son precisamente 

la s  combinaciones de l a s  40 ca r ta s  tomadas de 5 en 5 , e s  d e c i r  ,

número de casos p o s ib le s  *

b )  Casos fa v o r a b le s .

Consideremos que e leg im os  prim ero l o s  dos a s e s .  Él número de e l e c c io n e s  pos i

b l e s  es (í)
E le g id o s  l o s  dos a ses ,h ay  que e l e g i r  l a s  t r e s  c a r ta s  r e s t a n t e s .E l  número de 

e l e c c io n e s  para e s ta s  t r e s  c a r ta s  es  puesto  que l o s  ases  no entran.

Por  tan to ,

número de casos fa v o r a b le s  "  ( 2  ) ( ^ )

De a )  y b )  se  s igu e  ,  s iendo A e l  suceso dado ,

M I  ( 3 6 3  4 .3  36.35.34
. . .  W Í  l  3 J  1.2 '  1. 2 . 3 119

"  T ^ T ~  "  4 0 .39. 3¿. 3) . 3¿  “  ■■ —
t :  s v a . c  5 18 278



7 . 3 7 .  C a l c u l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  s a c a r  r e y , s e g u i d o  d e  un a s ,  

s e g u i d o  d e  un r e y  y  e s t e  s e g u i d o  d e  un c a b a l l o ,  e n  una b a r a j a  e s 

p a ñ o l a .  

a )  Con r e e m p la z a m ie n t o

b )  S i n  r e e m p l a z a m i e n t o .  (J K V  VJJ 9 ' 

S O L U C I O N  :

Sean A e l  suceso "sacar  rey en l a  primera e x t ra c c ió n "  ,

B e l  suceso "sacar  as en la  segunda e x t ra c c ió n "  ,

C e l  suceso "sacar  rey en la te r c e ra  e x t ra c c ió n "  y 

D e l  suceso "sacar  c a b a l lo  en l a  cuarta e x t ra c c ió n " .

Veamos cuál es  la probab il idad  en cada uno de lo s  dos casos.

a) Con reeraplaznmiento.

En e s te  caso lo s  cuatro sucesos A,B,C y D son independientes y cada uno 

t i e n e  de probab il idad  1/40 .  Por tanto,

P(A n  B n  C n  D) -  p (a )  . p ( b)  . p ( c)  .p ( d )  -

b) S in  reemplazamiento.

En e s te  caso lo s  sucesos no son independientes.cada suceso e s tá  condic iona

do a lo s  a n te r io re s .

p ( a  n  b n  c  n  d)  -  p (A ) .p (B / A ) .p (c/ A  n  b) . p ( d/a  n  b n  c)

4 4  3  4

" 4 0 - 1 9 -  • I T  • ~ T T

4 . 4 . 3 . 4  _  4 4

40.39.38.37 5.13.19.37 45695

— o o o O o o o —

7 . 3 8  .  H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  g a n a r  d o s  d e  t r e s  j u e g o s  i n d e 

p e n d i e n t e s  s i  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  g a n a r  c u a l q u i e r a  d e  e l l o s  e s  0 , 0 1 .  

S O L P C I O N  : ISFIECTIWMD -19751

S i  designamos por G ganar un par t id o  y por P p e rd e r lo ,  entonces lo s  casos f a -  

vorab lea  s o „  :  GCP ,  CPG , PGG

Por tan to ,

pC'ganar dos juegos de t r e s " )  -  p(GGP U GPG U  PGG)

-  p(CCP) +  p(GPG) +  p(PGG)

-  p (G )p (C )p (P )+ p (G )p (P )p (G )+ p (P )p (G )p (C )

-  3 .p (G )p (G )p (P )  -  3 .0 ,012 .0,99 -  0,000297



7 .  3 9 .  S e  t i e n e  una u r n a  c o n  4 b o l a s  b l a n c a s  y  t r e s  n e g r a s .

S e  e x t r a e  una b o l a  a l  a z a r , a n o t a m o s  su  c o l o r , y  s i n  d e v o l v e r l a  a  l a  

u r n a , e x t r a e m o s  una s e g u n d a  b o l a .

S e  p i d e  :

a )  E l  e s p a c i o  m u e s t r a l .

b )  L a  p r o b a b i l i d a d  d e  c a d a  un o  d e  l o s  s u c e s o s  e l e m e n t a l e s  d e l  e s p a  

c i ó  m u e s t r a l .

S O L U C I O N  :

a )  L o s  r e s u l t a d o s  p o s i b l e s  s o n B la n c a - B l a n c o  
B la n c a - N e g r a  
N e g r a  - B l a n c a  
N e g r a  - N e g r a

( V é a s e  l a  f i g u r a )

y  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  e s  : E -  (B B ,B N ,N B ,N N )

a )  En l a  f i g u r a  s e  ha s e ñ a l a d o  l a s  p r o b a b i l i d a d e s  d e  e x t r a c c i ó n  d e  c a d a  una d e  

l a s  b o l a s .  S i e n d o  s u c e s o s  d e p e n d i e n t e s  ,  s e  t i e n e  :

O  p (8 8 ) • p {8 lp (S/8 ) »  y

p lBN )• p(8|p|N/8] .  |  

2 Q  p(WB}- p (V ]p(B/N) ■ y

p (N N ).  p(N)p(W/W) •  \

 o o o O o o o -----

7 .  4 0 .  En una c a j a  t e n e m o s  d o s  b o l a s  b l a n c a s ,  una n e g r a  y  s i e t e  

r o j a s . E x t r a y e n d o  d o s  b o l a s  s u c e s i v a m e n t e , ¿ c u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  

d e  o b t e n e r  una b o l a  n e g r a  s e g u i d a  d e  una b l a n c a ? .

a )  R e p o n i e n d o  l a  b o l a

b )  S i n  r e p o n e r l a .  IJ R V -V 1 1 -1 6 )  

S O L U C I O N  :

S ea  N e l  s u c e s o  " s a c a r  una b o l a  n e g r a "

B e l  s u c e s o  " s a c a r  u na  b o l a  b l a n c a "

NB e l  s u c e s o  " s a c a r  una b o l a  b l a n c a  s e g u i d a  d e  una n e g r a "

Veamos a h o r a  c u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  en  c a d a  uno d e  l o s  c a s o s  p e d i d o s .



p(NB) -  p(N O  B) ■ p ( N ) .p (B )  ,  ya que l o s  suceso » son independientes

•  i V  • - n r  “  j ó

a) Repon iendo la  b o la .

b ) Sin reponer lo  b o la .

P (NB) -  p(N O  B) -  p ( N ) . p(B/N)

1 2  1
■nr • —  15-

 o o o O o o o ----

7 . 4  1 .  A  u n  c o n g r e s o  d e  c i e n t í f i c o s  a s i s t e n  1 0 0  c o n g r e s i s t a s .  

D e  e l l o s , 8 0  h a b l a n  f r a n c é s  y  4 0  i n g l e s .  ¿ C u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  

d e  q u e  d o s  c o n g r e s i s t a s  e l e g i d o s  a l  a z a r  n o  p u e d a n  e n t e n d e r s e  s i n  

i n t é r p r e t e ? .  (PR EU N IV ER S IT A R IO )

S O L O C I O H  :

1) Sean F ■ { »  / x e s  un c o n g r e s is ta  que habla f ra n cé s }

I -  { x  / x es  un c o n g r e s is ta  que habla inR lén  }

entonces ,
Card (P  U  I )  -  Card (F ) +  C a r d ( l )  -  Card (F  O  I )  

es  d e c i r ,  100 -  80 +  40 -  Card (F  n  1)

de donde ,  C ard (P  O  I )  -  20.

Por canco, a )  Número de c o n g r e s is ta s  que hablan s o lo  f ra n cés  = 60

b )  Número de c o n g r e s is ta s  que hablan s o l o  in g lé s  -  20

c )  Número de c o n g r e s is ta s  que hablan f ra n cés  c  in g lé s  ■ 20

2 ) Vamos a h a l l a r  la  p rob ab i l ida d  a p l ican d o  l a  " r e g l a  de Lap lace " .

a )  Número de casos fa v o ra b le s .

Cono hay 60 c o n g re s is ta s  que no saben in g l é s  y 20 no saben f ra n cés  , 

e l  número de p a re ja s  que no s e  entienden  e s  :  20 .  60 -  1200

b) Número de casos p o s ib le s .

E l número de p a re ja s  que s e  pueden formar con Ion 100 c o n g re s is ta s  e s  : 

100.99( , 0 0 ) .
2 J  T I 4 950

Por  t a n to ,  la  p rob ab i l ida d  pedida , p , es

1 20 0  8
P T W  I T

 o o o O o o o -----



7 .  4 2 .  D e t e r m i n a r  l a  p r o b a b i l i d a d  p  p a r a  c a d a  u n o  d e  l o s  s i 

g u i e n t e s  s u c e s o s  :

a )  A p a r i c i ó n  d e  un n ú m ero  p a r  e n  una t i r a d a  d e  un d a d o  e q u i l i b r a d o .

b )  L a  o b t e n c i ó n  d e  6 p u n t o s  e n  una s o l a  t i r a d a  d e  un p a r  d e  d a d o s .

c )  L a  a p a r i c i ó n  d o  c a r a  e n  e l  l a n z a m i e n t o  d e  una m o n e d a , s i  e n

100 l a n z a m i e n t o s  p r e v i o s  a p a r e c i e r o n  54 c a r a s .

S O L D O  1 0 .  : I J W - » I I - « |

a )  Sea A e l  s u c c h o  "s a ca r  par a l  t i r a r  un dado " .en tonces  A ■  { 2 . 4 , 6 ) .S iendo  e l

e sp a c io  equ ip robab le  s e  t i e n e  :

p (A )  ■ p ( ( 2 , 4 , 6 } )  -  p < {2 } )  +  p ( { 4 } )  +  p ( { 6 } )  ■ g +  g +  g ■  g ■  ^

También se puede a p l i c a r  l a  " r e g l a  de L a p la c c "

. . .  c osos  f a v o ra b le s  3 1
P (A )  '  c a s i s  p o s ib le s   "  6  "  2

b )  Sea B e l  suceso "o b t en e r  6  puntos en una s o la  t i r a d a  de dos dados" , enton

c e s  B -  (5 1 ,4 2 ,3 3 ,2 4 ,1 5 }  . S iendo e l  e sp a c io  equ ip robab le  r e s u l t a  :

P ÍB )  -  p < (5 1 ,4 2 .3 3 .2 4 ,5 1 ) )  -  p ( { 5 l ) )  +  P ( { 4 2 ) )  ♦  p< {33 )>  ♦

P < (2 4 ) )  ♦  p< (5 1 } )

'  5

ya  que l a  p rob ab i l ida d  d e l  un suceso e lem en ta l  e s  ——
3b

A p l ic a d o  la  " r e g l a  de L a p la c e "  se  o b t ie n e  e l  mismo resu ltado  puesto que lo s  

casos fa v o ra b le s  son 5 y lo s  casos  p o s ib le s  36.

c )  Si la  moneda fuese  e q u i l ib r a d o  la  p rob ab i l ida d  de sacar  cara  o  c ru z  s e r ía  j ,  

a q u í , s in  embargo,debemos c o n s id e ra r  la  p ro b a b i l id a d  empír ica  deducida de la  

s e r i e  de loa  100 primeros lanzam ientos.

Por t a n to ,  la  p ro b a b i l id a d  de sacar  cara  e s  :

 o o o O o o o -----

7 . 4 3  . S e  t i e n e  una m oneda t a r a d a  c u y a  p r o b a b i l i d a d  d e  c a r a  e s  

0 . 7 5  .  S e  t i r a n  1000  l a n z a m i e n t o s .  H a l l a r  e l  n ú m ero  d e  v e c e s  q u e  

p r o b a b l e m e n t e  s a l d r á  c a r a .

S O L U C I O N :

Ap licando l a  r e g la  de Lap lace  se  t i e n e  :

.  . c s s o i ^ r s ^ r.i M e s  entonces o  75 .  ,  >. pl)r e , „ t 0  :
'  casos p o s ib le s  ’  1000

Número de v eces  que sa ld rá  probablemente cara  -  n' -  0.75 x 1000 -  750



7 . 4 4  .U n  e x p e r i m e n t o  c o n s i s t e  en  e l  l a n z a m i e n t o  d e  una moneda

y  l a  e x t r a c c i ó n  d e  una c a r t a  d e  una b a r a j a  e s p a ñ o l a .

S e a n  A e l  s u c e s o  " s a l i r  c r u z  a l  t i r a r  l a  m on eda "  y 

B e l  s u c e s o  " e x t r a e r  un o r o  d e  l a  b a r a j a " .

C a l c u l a r  :

e )  p (A  n  B)

f )  p ( A  n  B)

g) p(Á n  B)

h )  p ( A  U  B) I J K V - V U - W

a )  p (A )

b )  p (Á )

C ) p ( B ) 

d )  p  (B )

S O L U C I O N  :

a )  p (A ) 1

b )  p (Á ) = 1 -  p (A ) -  1 -  ¿

>0 I
c )  P (B) -  - j ó  '  4

1d ) p(B) -  1 -  p(B)

e )  Los sucesos A y  B son independientes, por tan to  : 

P (A O B )  ■ p (A ) . p(B) 1 1
2 • 4

f )  Los sucesos A y B son también independientes , por tan to  :

3
p (A  O B) -  p (A ) .p (B )

1 3
2 • 4

g ) También son independientes lo s  sucesos A y B , por tan to  :

1
p (A  n  B) = p (Á ) .p (B )  “  5 • ¿  '  g

h) Siendo A y B sucesos incompatib les  , s e  v e r i f i c a  que :

1 3
Z "  4p (A  V  B) »  p (A )  +  p(B) "  ^ + ¿  ¿

 o o o O o o o -----

7 . 4 5  ■Sean  l o s  s u c e s o s  A y  B c o n  p ( A )  =  | # p (B )  =  | y

p (A  n  B) •  j  . H a l l a r  i )  p (A / B )  y  í i )  p ( B / A ) . 

S O L U C I O N  :

i )  p (A / B )  

Ü )  p ( B/A )

p ( A n  B) . 1 . 1  3
p T H  4 • 3 '  4

p (A  n  B) 1 . 1  1
p ( A )  "  4 • 2 "  2



7 .  4 6 . Una u r n a  c o n t i e n e  6 b o l a s  n e g r a s  y  3 b o l a s  r o j a s . O t r a  

c o n t i e n e  8  b o l a s  n e q r a s  y  1 0  r o j a s .

S i  s e  e x t r a e  una b o l a  d e  c a d a  u r n a ,  h a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e :

a )  S e a n  am b as  n e g r a s  • ^

b )  S e a n  am b as  r o j a s

c )  S e a n  una r o j a  y  o t r a  n e g r a .  1J R V - V I I - 1 4 | 

S O L O C I O N  :

S e a  N e l  s u c e s o  " s a c a r  b o l a  n e g r a  en  l a  p r i m e r a  u r n a "

N *  e l  s u c e s o  " s a c a r  b o l a  n e g r a  en  l a  s e g u n d a  u r n a "

R  e l  s u c e s o  " s a c a r  b o l a  r o j a  e n  l a  p r i m e r a  u r n a "

R *  e l  s u c e s o  " s a c a r  b o l a  r o j a  e n  l a  s e g u n d a  u r n a "  , e n t o n c e s  :

pC N ) -  ;  p ( N * )  •  ;  p ( R )  -  ;  p ( R * )  ■  - jg -

V eam os  a h o r a  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  l o s  s u c e s o s  d a d o s .

a )  S e a  NN *  e l  s u c e s o  " s a c a r  am bas  b o l a s  n e g r a s "  , e n t o n c e s  N N *  -  N  O  N *  y

p o r  t a n t o  , y a  q u e  so n  s u c e s o s  i n d e p e n d i e n t e s ,  r e s u l t a  :

p ( N N * )  -  p ( N ) . p ( N * )  “  - | -  .  -yg- “  - j j -

b) S e a  R R *  e l  s u c e s o  " s a c a r  ambas b o l a s  r o j a s "  ,  e n t o n c e s  RR* •  R H  R *  y

p o r  t a n t o ,  y a  q u e  so n  s u c e s o s  i n d e p e n d i e n t e s  , r e s u l t a  :

P (R R * )  -  p (R )  . p ( R * )  -  - J -  .  - } *  -  4?

c )  Y a  q u e  n o  s e  d i c e  s i  l a  p r i m e r a  d e b e  s e r  r o j a  ( n e g r a )  o  l a  s e g u n d a  . e x i s 

t e n  l a s  d o s  s i g u i e n t e s  p o s i b i l i d a d e s  :  N R *  o  RN* .  P o r  t a n t o  ,

e l  s u c e s o  " s e a  u na  r o j a  y  o t r a  n e g r a "  e s t á  f o r m a d o  p o r  l a  u n i ó n  d e  l o s  s u 

c e s o s  N R *  y  R N * .  L a  p r o b a b i l i d a d  e s  :

p (N R *  U  R N * )  -  p ( N R * )  ♦  p ( R N * )  -  p ( N ) . p ( R * )  ♦  p ( R ) . p ( N * )

6 10 .  3 8  „  U
’  T  * T 8  +  T  *

 o o o O o o o -----

7 . 4  7 .  S e a n  l o s  s u c e s o s  A  y  B c o n  p ( A )  -  |  , p ( B )  =  |  y

P ( A  U  B ) -  | .  H a l l a r  i )  P ( A / B )  y  i i )  p ( B / A )  .

S O L U C I O N  :

Ten iendo  en cuenta que p (A  f l B )  ■ p (A )  +• d (B )  -  p (A  U  B) ,  r e s u l t a  que : 

pí a  n  b )  ■ | * | - | -  ¡

i ,  PÍA/B) -  -  i  :  |  - |  S i )  PÍB/A) .  .  j  :  3 . 2
P<B> 8 8 3  p (A )  8 8  3



7. 4 8 . H a l l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  p  d e  c a d a  u n o  d e  l o s  s i q u i e n t e s  

s u c e s o s  : 

a )  E x t r a e r  u n  c e r r o j o  n o  d e f e c t u o s o  ,  s i  d e  5 0 0  e x a m i n a d o s  h a n  a p a  

r e c i d o  7 d e f e c t u o s o s .

b )  E x t r a e r  d e  u n a  b a r a j a  d e  4 0  c a r t a s ,  r e y  ,  a s  o  s o t a  e n  u n a  s o l a  

e x t r a c c i ó n .

c )  L a  a p a r i c i ó n  e n  u n a  s o l a  t i r a d a  d e  d o s  d a d o s  d e  l a  s u m a  8 u  1 1 .

( J  K V - V U - S )  
S O L U C I O N  :

a )  Sea A e l  suceso "sacar  un c e r r o jo  NO d e fe c tu o so "  y

B e l  suceso "sacar  un c e r r o jo  d e fec tu oso " .

Para h a l la r  l a  p rob ab i l ida d  de l o s  sucesos A y B tendremos en cuenta la  p ro 

b a b i l id ad  empírica de l o s  500 examinados previamente. Por tan to  ,

a)  P (B )  -  ¿

7 491
b ) p (A )  -  1 -  P (B ) = 1 -  5ÓÓ “  5ÓÓ

ya que lo s  sucesos A y B son sucesos c o n tra r io s .

b )  Sea C e l  suceso de " e x t ra e r  r ey ,a s  o s o ta  de una b ara ja  de 40 c a r ta s "  ,

entonces ,

p (C ) = p ( í r e y , a s , s o t a } )  -  p ( { r e y } )  + p ( { a s > )  +  p ( { s o t a }>

_ _ 4  4 4 _ 12 _  2
40 40 40 "  40 10

c )  Sea A e l  suceso "sacar  8 puntos a l  t i r a r  dos dados" y

B e l  suceso "s a ca r  U  puntos a l  t i r a r  dos dados "  ,  entonces

A y B se  pueden expresar  también a s í  :

A -  {62  ,  53 ,  44 , 35 ,  26}

B a {6 5  ,  56}

Por  tan to ,  p(A o  B) ■ p (A )  +  p (B ) -

 o o o O o o o -----

7 . 4 9 .  S e  l a n z a  un d a d o . S i  e l  nú m ero  q u e  ha s a l i d o  e s  im p a r
/

¿ c u á l  e s  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  s e a  p r i m o ? .

S O L U C I O N  :

Sea A e l  suceso " e l  número que ha s a l id o  es  impar" »  ( 1 ,3 ,5 }

B e l  suceso " e l  número que ha s a l id o  es  prim o" = { 3 , 5 }

entonces, la  p robab i l idad  d e l  suceso B ya  que se ha r e a l i z a d o  A es :  p (B ) • ^



7 . 5 0 .  D e  u n a  u r n a  q u e  c o n t i e n e  t r e s  b o l a s  r o j a s  y  c i n c o  a z u l e s  

s e  e x t r a e n  s i m u l t á n e a m e n t e '  d o s  b o l a s .

a )  E s c r i b i r  e l  e s p a c i o  m u e s t r a l  y

b )  c a l c u l a r  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  l a s  d o s  b o l a s  s e a n  a z u l e s .

S O L U C I O N  : tSELECTMMO - ,9761

a )  S i  b  ■ b o la  b lanca  y a *  b o la  a z u l ,  tenemos l a  urna l l e n a  d e  l a  s i g u i e n t e  

forma :
C •  { b 1,b 2,b 3, a I ,a2 ,a3 ,a4 , a s }

Como extraemos simultáneamente dos  b o la s ,  e l  p o s ib l e s  e s p a c io  m uestra l  e s  :

E = {b b  , ba ,  aa }

NOTA :  0b*¿>we*e que ¿a  eW utcU ón  e* S1UULTANEA . S i  (a  ext/tacción ¿u e a e  &uce- 
* iv a , entonce* e l e* pació ime&tAal *en la  :

E * {5 6  ,  ba ,  ab  ,  a a )

c )  Sea A e l  suceso "s a ca r  l a  p r im era  b o la  a z u l "  y

B e l  suceso " s a c a r  l a  segunda b o la  a z u l "  .

Tenemos que c a l c u la r  l a  p ro b a b i l id a d  d e l  suceso A D B .  Coao son sucesos de

p e n d ien te s ,  se  t i e n e  :

P ÍA  H  B) ® p (A ).p (B/A ) -  g . ~  - p-

También se puede r e s o l v e r  e s ta  segunda p a r t e  por  la  " r e g l a  de L a p la c e " .

I o)  Casos p o s ib l e s  .

Es e v id e n t e  que s e  t r a t a  de com binaciones de 8 e lem entos  tomados de 2 en 2.

Número de caso p o s ib l e s  = (  2 )  “  " P T  =  28

2o)  Casos f a v o r a b le s .

Se t r a t a  de e l e g i r  de 5 bo la s  a zu le s  d o s ,  s on ,po r  t a n to ,  com binaciones de 5 

e lem entos  tomados de dos en dos.

Número de casos  fa v o r a b le s  ' ( 2 ) "  T T  "  10

De I o)  y  2o)  se  s igu e  que l a  p ro b a b i l id a d  ped ida  es :

p í a  n  n  -  i j -  -  n

 o o o O o o o -----



8 ESTADISTICA

DESCRIPTIVA
e/t t i  que ¿ e  d tia w io lL a n  t a i  ¿ I g iU z n t t i  m a fe 'u a i:
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5. MEDIDAS DE CENTRALIZACION

6. MEDIDAS DE DISPERSION



8.1 .  L a s  c a l i f i c a c i o n e s  d e  un e s t u d i a n t e  e n  s e i s  p r u e b a s  f u e 

r o n  :  8 7 , 6 4 , 9 2 , 8 6 , 6 9 , 7 1 .  •

H a l l a r  l a  m e d i a  y  l a  d e s v i a c i ó n  t í p i c a .

S O L O C I O N  :

C o n s id e r e m o s  l a  t a b l a  s i g u i e n t e  :

x i
x . - 5

< v * > 2

87 8 ' 8 4 7 8 '  14

64 - 1 4 ' 1 6 2 0 0 '5 0

92 1 3 *8 4 191*54

86 7 '  84 61 '4 6

69 - 9 '  16 8 3 ' 9 0

71 - 7 '  16 5 1 '  26

469 6 6 6 '8 0

a )  D e  l a  p r i m e r a  c o lu m n a  s e  o b t i e n e  l a  m e d ia  : x  -  "  7 8 '1 6

b )  C o n o c i d o  e s t e  v a l o r  s e  p u e d e  y a  c a l c u l a r  l a  s e g u n d a  c o lu m n a  y  l a  t e r c e r a .

c )  D e  l a  t e r c e r a  c o lu m n a  s e  o b t i e n e  f i n a l m e n t e  l a  v a r i a n z a  y  l a  d e s v i a c i ó n  

t í p i c a .
i )

i i )

s 2  .  6 6 6 ’ 80

S  -  1 0 '5 4

 o o o O o o o -----

8 . 2 . Un a lu m n o  d e  C . O . U .  r e a l i z a  t r e s  e x á m e n e s  t r i m e s t r a l e s  

y  un o  f i n a l . C a d a  e x a m e n  t r i m e s t r a l  t i e n e  d o b l e  i m p o r t a n c i a  q u e  e l  

a n t e r i o r  y  e l  e x a m en  f i n a l  una i m p o r t a n c i a  t r i p l e .  Un a lu m n o  s a 

c a  6 , 7 , 5  y  8 n o t a s  r e s p e c t i v a m e n t e .  ¿ C u á l  e s  l a  n o t a  f i n a l ? .  

S O L U C I O N  :

S e  t r a t a  d e  u na  m e d ia  a r i t m é t i c a  p o n d e r a d a ,  p u e s t o  q u e  c a d a  un3 d e  l a s  n o t a s  

n o  v a l e  l o  m is m o .S e  t i e n e  . p u e s ,

x i
P t  ( p e s o )

V i

6 1 6

7 2 14

5 4 20

8 12 96

19 136

P o r  t a n t o ,  l a  n o t a  f i n a l  e s  :  136 :  19 •  7 '1 5



8 .  3 .  En un exám en  b i o l ó g i c o  d e  l a  s a n g r e  d e  unos  e n f e r m o s  s e  

o b t u v i e r o n , e n  m i l e s  d e  l e u c o c i t o s , l a s  c a n t i d a d e s  s i g u i e n t e s :

8 ' 5  ,  9 ' 5  ,  12 ,  1 1 *5  ,  1 4 * 5 , 1 0  ,  1 7 *5  ,  13 *5  

H a l l a r  l a  m ed ía  y  l a  v a r í a n z a  y  d e s v i a c i ó n  t í p i c a .

S O L U C I O N  :

Consideremos la  ta b la  s igu ien te  :

U M -V 1 U -7 )

x i
X. -  X 

i
( x i  -  x)

8*5 -3*62 13*10

9*5 -2*62 6*86

12 -0*12 O'OI

11*5 -0*62 0*38

14*5 2*38 5*66

10 -2*12 4*49

17*5 5*38 28'94

13*5 1*38 1*90

97 I :  61'34

97a )  De la  primera columna se ob t ien e  l a  media :  *  ** — 1 2 * 1 2

b ) Conocido e l  v a lo r  de la  media se ca lcu lan lo s  v a lo re s  de la  segunda y t e r c e 

ra columnas.

c )  De ln te r c e ra  columna se ob t iene  f ina lm ente  lo s  v a lo re s  de la  varinnzn y des 

v ia c ió n  t íp i c a .

i )  Varianza S* -  61¡ 3 —  -  7'66

i i )  Desviación t í p i c a  S -  /7'66 = 2'76 

 o o o O o o o —

8 . 4  .  En un g r u p o  d e  50 p e r s o n a s  h a y  a l g u n a s  qu e  p e sa n  70 kqs  

y  o t r a s  qu e  p e s a n  8 0 k g s . ¿ S e  p u e d e  a f i r m a r  qu e  l a  m ed ía  d e  l o s  p e 

s o s  e s  d e  75 k g s ? . ¿ P o r  q u é ? .

S O L U C I O N  :

a )  S i  hay 25 personas que pesan 70 y 25 que pesan 80 entonces s í , e s  d e c i r ,  la 

media en c6 tc  caso es 75 como puede comprobarse inmediatamente.

b )  En cua lqu ier  o t ro  caso la  media no e s  75. Por e jemplo, s i  hay 40 con 70 kgs 

y 10 con 80  kgs ,  entonces la  media es  :

40.70 ♦  10.80
50 72.



O .  L a  t a b l a  a d j u n t a  m u e s t r a  u n a  d i s t r i b u c i ó n  d e  f r e c u e n c i a s  

d e  l o s  s a l a r i o s  d i a r i o s  d e - 70 e m p l e a d o s  d e  una e m p r e s a  :

S A L A R IO S  EN PTAS NUMERO DE EMPLEADOS

4 0 0 -4 4 9 8

4 5 0 -4 9 9 12

5 0 0 -5 4 9 17

5 5 0 -5 9 9 15

6 0 0 -6 4 9 11

6 5 0 -6 9 9 5

7 0 0 -7 4 9 2

C a l c u l a r  :

a )  L í m i t e  i n f e r i o r  d e  l a  s e x t a  c l a s e

b )  L í m i t e  s u p e r i o r  d e  l a  c u a r t a  c l a s e

c )  M a r c a  d e  l a  t e r c e r a  c l a s e

d )  L í m i t e s  r e a l e s  d e  l a  q u i n t a  c l a s e

e )  R e c o r r i d o  o  r a n g o

f )  M e d ia

g )  M e d ia n a

h )  Moda

i )  D e s v i a c i ó n  t í p i c a  y  v a r i a n z a .  (JRI/-1/III-3J

S O L O C I O H  :

Consideremos e l  s i g u i e n t e  cuadro :

CLASf I .REALES MARCA
k h u¿ *A

Ia 39 9 '5 - 449 '5 424 '5 8 -2 -16 32

2a 4 4 9 '5 - 4 99 ' 5 474 '  5 12 -1 -12 12

3a 49 9 '5 - 549 '5 524 '5 17 0 n 0

4a 54 9 '5 - 599 '5 574'  5 15 1 15 15

5a 599 '5 - 649 '5 624 '5 11 2 22 44

6a 64 9 '5 - 699 '5 674 '5 5 3 15 45

7a 6 9 9 ' 5 -749 '5 724 ' 5 2 4 8 32

70 32 180

Z  f . u .
f )  La media v i e n e  dada por  :  x B x + c u  = x  +  c  ---^—

o  o N



a )  L ím ite  i n f e r i o r  de l a  sexta  c la s e  ■ 650

b ) L ím ite  su pe r io r  de l a  cuarta  c la s e  ■  599

c )  Marca de l a  te r c e ra  c la s e  :

499’ 5 +  549' 5
3 2

-  524*5

d ) -Límites r e a le s  de la quinta c la s e  :

L ím ite  i n f e r i o r  -  599'5

L ím ite  superio r  = 649'5

e )  Rango o r e c o rr id o  -  749*5 -  3 9 9 '5 a 350

g )  La mediana v ie n e  dada por la te rce ra  c la s e ,  es  d e c i r ,  la  mediana e s  524'5 

puesto que es  donde se  a lcanza  la  mitad de lo s  ind iv iduos.

S i  queremos un v a lo r  más p re c is o  podemos a p l i c a r  l a  s igu ien te  fórmula :

h ) La c la s e  modal es  la  t e r c e r a .  Por t a n t o , l a  moda es 524 '  5

S i  queremos un v a lo r  mis r e a l  podemos a p l i c a r  l a  s igu ien te  fórmula :

-  431*14

i )  Veamos ahora cuál es  e l  v a l o r  de la  var ianza  y d esv iac ión  t í p i c a .

s
2

-  5906'12

b ) Desviación t í p i c a  :

.  -  / 7  = ✓ 5096'12 -  76'85



8 - 0 -  E1 nú m ero  d e  h i j o s  d e  10 f a m i l i a s  s e l e c c i o n a d a s  e s  e l  s i

g u i e n t e  ! 5 , 2 ,  0 * 6 , 3

a )  C o n s t r u i r  e l  d i a g r a m a  d e  b a r r a s .

b )  H a l l a r  l a  m e d ia  a r i t m é t i c a

c )  H a l l a r  l a  d e s v i a c i ó n  t í p i c a .  

S O L U C  I  O  H :

Consideremos e l  s i g u ie n t e  cuadro:

( J W - V I U -4 )

X .
X

r e c u e n t o f .
X V i V i

0 / 1 0 0

1 // 2 2 2

2 // 2 u 8

3 // 2 6 18

4 / 1 4 16

3 / 1 3 23

6 1 1 6 36

1 0 27 105

a )  El diagrama de barras  v ie n e  dado en la  s ig u ien te  f i g u ra

x  -
27

7 ó
-  2 '7

h i j o  6

c )  La var ianza  v ie n e  dada por :

2  « V i - a 2

N N

103

10

I f i * i - 2
x

-  2,7  -  10*5 -  7*29 -  3'21

La d e sv ia c ió n  t í p i c a  = s  *  1'79



8 . 7 .  E l  n ú m ero  d e  m u e r t e s  p r o d u c i d a s  p o r  a c c i d e n t e s  d e  t r á f i 

c o  en  una p o b l a c i ó n  a  l o  l a r g o  d e  una sem an a  h a  s i d o  :

8 ,  3 ,  5 ,  2 ,  7 , 1 , 9

a )  R e p r e s e n t a r  l a  d i s t r i b u c i ó n  m e d i a n t e  un d i a g r a m a .

b )  H a l l a r  l a  m e d ia

c )  H a l l a r  l a  m ed ia n a

d )  H a l l a r  l a  v a r i a n z a  y  d e s v i a c i ó n  t í p i c a .
I J W - V J J J - S i

S O L U C I O N  :

a )  Representamos la  d i s t r ib u c ió n  mediante e l  s i g u i e n t e  diagrama p o l i g o n a l  :
A c c m m i s

9 

8

7 

6

5 

4

3 

2 

1

c )  Ordenados 

es  5.

Consideremos ahora la  s i g u ie n t e  t a b la  : 

Dias

N X J  V S D

t i e n e  : 1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8 , 9  , lu ego  l a  mediana

Lunes

Martes

Jueves

Viernes

Sabado

Domingo

b ) La media de la  d i s t r ib u c ió n  dada es :  x -  “  5

d )  De l a  cu a r ta  columna se o b t ie n e  e l  v a l o r  de la  va r ia n za  y de l a  d e sv ia c ió n  

t í p i c a .  A la  derecha d e l  cuadro e s tá n  e s t o s  v a l o r e s .



8. 8. La  d i s t r i b u c i ó n  p o r  p e s o s  d e  60 p a c i e n t e s  d e  un c e n t r o  

m é d i c o  e s  l a  s i g u i e n t e  :

K i l o s  d e  p e s o  :  5 0 -6 0 6 0 -7 0 7 0 -8 0 8 0 - 9 0 1 9 0 -1 0 0 100-110

N úm ero  d e  p a c i e n t e s  :  3 15 20 17 4 1

a )  R e p r e s e n t a r  m a d í a n t e  un h i s t o g r a m a  l a  d i s t r i b u c i ó n .

b )  H a l l a r  t o d a s  l a s  m e d id a s  d e  d i s p e r s i ó n  e s t u d i a d a s .
(JRV-VH1-6)

S O L O C I O H  :

a )  E l histograma de la  d i s t r ib u c ió n  v i e n e  dado en l a  s ig u ien te  f i g u ra :

20

n

16

14

12

10

8

6

4

2

50 60 70 SO 90 100 110

Mtwtuu :  55 65 75 85 95 105

Consideremos ahora l a  s i g u i e n t e  ta b la  :

Xi f .
i

x . f .
•

X. -  X 
i |x. -  x| \ * i  ~ x | * f . ( x . - X

I ro

55 3 165 -21*16 21*16 63'48 447'74 1343'22

65 15 975 -1 1 '  16 11*16 167'40 124*54 1868'10

75 20 1500 -  1*16 1*16 23'20 1 '34 26'80

85 17 1445 8'84 8 '84 150'28 78' 14 1328'38

95 4 380 18'84 18'84 74 '36 359'94 1419*76

105 l 105 28’ 84 28'84 28'84 831'74 831' 74

60 4570 507'56 6818'00

b )  i )  Rango o r e c o r r id o  ; 110 -  50 - 60 « u - i B L

i i )  Desv iac ión  media D- -  507'56 : 60 -  8 '46
-  76'16

i i i )  Varianza S2 -  6818 RS

63

i v )  Desv iac ión  t í p i c a  S -  10'65



O .  L a  t e m p e r a t u r a  qu e  ha m a rc a d o  e l  t e r m ó m e t r o  l o s  d i f e r e n 

t e s  d í a s  d e  l a  sem ana ha s i d o  :

D I A S MINIMA MAXIMA

L u n es 4 19

M a r t e s -2 18

M i é r c o l e s - 3 21

J u e v e s 1 13

V i e r n e s 4 12

S ábado 0 14

Domingo 3 22

H a l l a r  :

a )  L a  t e m p e r a t u r a  m ed ia  m ín im a

b )  L a  t e m p e r a t u r a  m ed ia  máxima

c )  L a  m ed ia  d e  l a s  o s c i l a c i o n e s  e x t r e m a s  d i a r i a s .  (JRV-VI7I-7} 

S O L O C I O N  :

Consideremos e l  s igu ien te  cuadro :

DIAS MINIMA MAXIMA OSCILACIONES

Lunes 4 19 15

Martes -2 18 20

M iérco les -3 21 24

Jueves I 13 12

Viernes 4 12 8

Sábado 0 14 14

Domingo 3 22 19

7 7 119 112

a) La temperatura media mínima es :  x = 7 : 7  = 1
m

b ) La temperatura media máxima es : xM “  119 ; 7 = 17

c )  La media de la s  o s c i la c io n es  extremas d ia r ia s  es  : x = 112 : 7 = 16
o

NOTA :  La¿ o 6 c i t a c i o n e ¿  v ie n e n  d a d a i p o r  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  t a  

t e m p e r a tu r a  m áxim a y  m ín im a .

 o o oO o oo -----



8 . 1 0 . L a s  d e c l a r a c i o n e s  d e  A y u d a  F a m i l i a r  f o r m u l a d a s  p o r  100 

f u n c i o n a r i o s  s o n  l a s  s i g u i e n t e s  :

Número de h ijo s  :  o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N úm ero  d e  f u n c i o n a r i o s  :  21 18 26 17 9 4 3 1 0 1

a )  R e p r e s e n t a r  l a  d i s t r i b u c i ó n  m e d i a n t e  un d i a g r a m a  d e  b a r r a s .

b )  H a l l a r  l a  m e d ia  a r i t m é t i c a .

c )  H a l l a r  l a  v a r i a n z a  y  l a  d e s v i a c i ó n  t í p i c a .  f jg V -V J U -S | 

S O L O C I O H  :

a )  E l d ia g r í

n

24 

21 

16 

15 

1 2  

9 

6 

3

e n  b a r r a s  v i e n e  d a d o  e n  la s i g u i e n t e  f i g u r a  :

I l
0 1 2  3 4 5

C o n s i d e r e m o s  a h o r a  la s i g u i e n t e  t a b l a  :

Xi fi V i

2
X.
i

x *  f.

0 21 0 0 0

1 18 18 1 18

2 26 52 4 104

3 17 51 9 153

4 9 36 16 144

5 4 20 25 100

6 3 18 36 108

7 1 7 49 49

8 0 0 64 0

9 1 9 81 81

100 211 757

b) x ■= 2 1 1 : 1 0 0  - 2' 11 ; c) S2 -  (757:100) - 2 * 1 12 -  3*12 ; s - 1'76



8 . 1 1 .  L o s  n (S iseros X j , x 2 ,  x ^  e s t á n  e n  p r o g r e s i ó n  a r i t m é t i c a

y  l a  r a z ó n  d e  e s t a  p r o g r e s i ó n  e s  d  >  O .S e  p i d e  :

a )  L a  m e d i a  a r i t m é t i c a  d e  e s t o s  n ú m e ro s  e n  f u n c i ó n  d e l  p r i m e r  t é r 

m i n o  y  d e  l a  r a z ó n .

b )  E l  v a l o r  m ás p r ó x i m o  a  l a  m e d i a .

S O L D C  I  O  M :

a)  El  t é r m i n o  g e n e r a l  d e  l a  p r o g r e s i ó n  e s  :  x^  -  Xj  +  ( n - l ) d

L a  suma d e  l o s  t é r m i n o s  d e  u na  p r o g r e s i ó n  a r i t m é t i c a  e s  :

x i +  x„
S  -  - i  n

"  2

L a  m e d ia  a r i t m é t i c a  d e  l o s  n ú m eros  x ^ . x ^ . - . - . x ^  e s , t e n i e n d o  e n  c u e n t a  l a s  

r e l a c i o n e s  d e  l o s  a p a r t a d o s  a )  y  b )  :

x +  x_  +  . . .  +  x  S x , +  x  x ,  +  x
¿ - -i 2- 2  - _ 2 _  - _ J  S . n . _ !  G_

n n  2 n 2

.  V x l *  ( n - l ) d  = ^ +  ( n - l ) d

2 X> 2

b )  V eam os  a h o r a  c u á l  e s  e l  v a l o r  más p r ó x i m o  a  l a  m e d i a . S e  t r a t a ,  p o r  t a n t o ,

d e  h a c e r  | x j  -  x| m ín im o .

I . J  -  x |  -  | < x ,  +  ( i - l ) d )  -  ( « ,  +  < H z i > ± ) | . | < i  .  »  .  > ) d | .  | i  .  »  .  >|d

-  l “  - 2“  ~ ‘ l d m

S i e n d o  d  >  0  ,  l a  e x p r e s i ó n  [ 1 1 s e r á  m ín im a  c u a n d o  l o  s e a  

|2 i  -  n -  1 | ■  |2 i  — ( n  +  1) |  

y  t r a t á n d o s e  d e  n ú m eros  e n t e r o s  e s t o  s e r á  c i e r t o  cu a n d o  

12 i  -  ( n  +  1 ) |  -  0  o  12 i  -  ( n  +  1)  | -  1

I a )  |2 i  -  ( n  +  1) |  -  0  —  2 i  -  ( n  +  i )  -  0

2 i  -  n  +  1 ,  d e  d o n d e  n  e s  im p a r ,n  =  2 h + l

—  2 i  -  2h  +  2

i  -  h  +  1

y  p o r  t a n t o , i  e s  t é r m i n o  c e n t r a l  d e  l a  p r o g r e s i ó n .

2 * )  |2 i  -  ( n  +  1 ) | ■  1 « - *  2 i  -  ( n  +  l )  -  1 o  2 i  -  ( n  +  1 )  -  -1

a )  2 i  -  ( n  +  l )  -  1 * - *  2 i  -  n  +  2 ,  d e  d o n d e  n  e s  p a r ,  n -  2 h

—  2 i  -  2 h +  2 

<=» i  -  h  +  1

b )  2 i  -  ( n  +  1 )  •  - 1  * - »  2 i  =  n  , d e  d o n d e  n  e s  p a r ,  n =  2 h

< - »  2 i  -  2 h 

i  -  h

y  p o r  t a n t o ,  i  "  h ,  i  ■  h +  1 s o n  l o s  t é r m i n o s  c e n t r a l e s  d e  l a  p r o 

g r e s i ó n .



8.12 • H a l l a r  l a  v e l o c i d a d  m e d ia  c o n  q u e  s e  ha r e c o r r i d o  e l  t r a

y e c t o  d 1* d 2 ,  s i  d j  s e  r e c o r r i ó  c o n  v e l o c i d a d  V j  y

• •

S fLB C T m V M ) -  1976)

d 2 s e  r e c o r r i ó  c o n  v e l o c i d a d  v 2>

S O L U C I O N

Recordemos que la  fórmula de la  media a r i tm é t ic a  es  :

-  s  « i ' i
*  - T 7 ¡ -

S i  hacemos : x ¿ -  v^ -  v e loc idades  en lo s  d i s t in t o s  trayec tos  

■ t j  ■ tiempo tardado en cada trayec to

entonces la  fórmula se  transforma en :

-  2  V i
X -  ~ ¿ r c .—  ■  v =  *VB  *  v e lo c id ad  media) 

y pa r t icu la r izan d o  para nuestro caso ,  cenemos :

V i  + v2 c 2
t 1 +  c2

Poniendo t j  •  d j/ v j  ,  t 2 -  d2^v 2 y susCÍtuyendo • reHulta :

< 1 ,  d2

»  v ? d l  +  d2 d l  *  d2

3 T 7 3  j i  + di  divi * V i
v ,  v 2 v ,  v 2 V v 2

dl  +  d2
■ - r ’ 2

 o o o O o o o -----

8  .  * 1 3 .  H a l l a r  l a  v e l o c i d a d  m ed ia  c o n  q u e  s e  ha r e c o r r i d o  un 

t r a y e c t o  d e  2 0  km s i  l o s  1 0  p r i m e r o s  s e  han r e c o r r i d o  a  6 0  km/h 

y  l o s  10 km ú l t i m o s  s e  han  r e c o r r i d o  a 80 km/h.

S O L U C I O N :

Teniendo en cuenta la  fórmula que da la  v e lo c id ad  media para dos t ra y ec to s  (véa 

se e j e r c i c i o  a n t e r i o r )  , se  t i e n e  :

v.  - ibi S4-!g.6-ó • 60 • 80 - /h
-  68 '56 km/h

 o o o O o o o -----



8 .14. R e p r e s e n t a c i o n e s  g r á f i c a s  e n  una d i s t r i b u c i ó n  e s t a d í s t i 

c a .  

A p l i c a c i ó n  a  u n a  d i s t r i b u c i ó n  d e  f r e c u e n c i a  d e l  n f i m e r o  d e  l e t r a s  

d e  l a s  1 0  p r i m e r a s  p a l a b r a s  d e l  p r e s e n t e  e n u n c i a d o .

S O L D C I Q H  : ( S E L E C r m W S  19761

Considerem os l a s  10 p r im e ra s  p a la b ra s  d e l  enu n c iado  :

"REPRESENTACIONES GRAFICAS EN UNA DISTRIBUCION ESTADISTICA, 

APLICACION A  LA DISTRIBUCION"

Representamos en  una t a b l a  l a  d i s t r i b u c i ó n  de l a s  l e t r a s  :

X
f i

X f .* X f .
1

a 10 8 1 r 5

b 2 i 12 s 7

c 7 1 2 t 5

d 3 n 7 u 3

e 6 0 ii

f 1 P 2

En t o t a l  hay 16 l e t r a s  d i s t i n t a s .  Podemos r e p r e s e n t a r  e s t a  d i s t r i b u c i ó n  m edian

t e  e l  d iagram a d e  b a r r a s  s i g u i e n t e .

NOTA : S í  iuiónoó lo& vaíoM t* d e  ío& punto& Ia ,  10) ,  I b , 2 ) , . . . ,  ( u , 3 )  c o n  ótgmin- 
to ¿ obtinturof> una p o lig o n a l , y  t í  diagrama a e c íb t t í  nombAt d i 
"diagnarra p o lig o n a l" o "po lígono d i  fritcuencM U " .

 o o o O o o o -----



8 . 1 5  - C a l c u l a r  l a  m e d i a  a r i t m é t i c a  y  l a  d e s v i a c i ó n  t í p i c a  d e

l o s  n  p r i m e r o s  n ú m e r o s  n a t u r a l e s , s a b i e n d o  q u e  l a  suma d e  l o s  c u a 

d r a d o s  d e  l o s  n  p r i m e r o s  n ú m e r o s  n a t u r a l e s  e s  | ( n ( n + l ) ( 2 n  +  1 ) .

(SELECTIVIDAD -1975)
S O L U C I O N  :

a )  Calculemos p r im ero  l a  media a r i tm é t i c a .

1 +  2 +  3 +  . . . + n  1 +  n
X ñ "   2--

b )  Consideremos ahora e l  s i g u i e n t e  cuadro :

Teniendo en cuenta l o s  v a l o r e s  de l a  ú l t im a  columna se t i e n e  :

+  2 n ) )s2 - i(i +  4 +  ... +  n 2 +  n ( i y í ) 2 _  (2 +  4 +  6  +

l ( nl n_ L D . Í 2 n  +  1 )  +  n  ( i ? ) 2  _  l + o ^  )

(n +  1 )  ( 2n + 1 )  .  ( 1  +  n) ( 1  +  n)
 6  +  — ------------  5------

-  (n_+  l ) ( . 2n +  1 )  _  ( 1 + n )  _ ( i  ] , (n ó t e s e  que
6 4

-  ; 2)

(1  +  n ) (4 n  +  2 -  3n -  3)

( 1  +  n ) (n  -  1 )
n2 -  1

1 2  1 2  

NOTA: A l  mi&mo re A u tta d o  ¡>e l l e g a  te n ie n d o  en cu e n ta  que :

&2 = - Z ( x . - í ) 2 = l  X x 2 - 2 x J  Z x .  - x  * -  X  x 2 - x 2
n  i  n < .  n x  n i

2
y  por tan to , i e  podría haber e&cAito directam ente a « 11 1



8 .16. H a l l a r  l a  e x p r e s i ó n  d e  l a  m e d i a  a r i t m é t i c a  y  d e  l a  v a -  

r i a n z a  d e  u n a  v a r i a b l e  y  =  a x  +  b  ,  c u a n d o  s e  s a b e  q u e  l a  m e d i a  

d e  x  e s  x  y  s u  v a r i a n z a  e s  s  .

E s t u d i a r  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  y  =  x -- x

S O L O C  I  O  I  :

a)

£ ( a x .  ♦  b)

lS t L E C n t n t M P - l9 7 S 1

, p o r  d e f i n i c i ó n  de media a r i t m é t i c a  

, s u s t i tu y e n d o  y .  po su v a l o r  a x .  +  b

a  I  x .  +  nb 

n

=  ax +  b  , pu es to  que £  x 7 n  -  x

2  r  <y¡ - y )2
b )  8  -  -----------------  .  p o r  l a  d e f i n i c i ó n  de mediay n

£ ( a x ¿ +  b  -  (a x  +  b ) )   ̂ s u s t i tu y e n d o  y .  e  y  por  su v a l o r

£ ( a x l  -  a x ) 2

n

a2 £  ( x i  -  i ) 2

hac ien do  o p e ra c io n e s .

sacando fu e r a  a ,

2 2   2 , 2a s pu es to  que £  (x^  -  x )  /n ■  s x

CASO PARTICULA* :  y -  —  ¿ ~  ¿ • lu e &° • y b " " s
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